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DERIVATIONEN. 


VON 


ANTON KRUG. 


(VORGELEGT IN DER S1TZUNG AM 17. OCTOBER 1889.) 


E i n 1 e i t u n g. 

© 

Dcr Gedanke, die Differentialqnotienten iind vielfachen Integrate einer gegchcnen Ftmctiou f(z) als 
Speeialfalle eines allgetneinereu Ausdruckes F(z y n) y dcr von zwei Variablen z und n abbangt, auiznfassen, 
ist sclir alt ; docli ist Liouville dcr erste, dcr diesen Gedanken wciter verfolgte und eine diesbezugliehe 
Tlieorie ansbildete. Seit dieser Zeit liaben sicb viele Matbematiker mit diesem Gegcnstamle bescbafligt, und 
es ist die Litcratur betriiebtlicb angcwacbsen. Wcnn ich raich nun in dcr vorliegenden Abbandhing mit 
dcrselben Fragc bcfassc, olme micb auf irgeinl cinen dcr Vorganger zu beziebcn, sondcrn vielmebr wicdcr von 
vorne beginnc, die Tbcoric aufzubauen, so gescbiclit cs, weil nach mciner Ansicbt mit den bisberigen Aus- 
fiibrungen nocb nicbt das gesagt ist, was zu sagcu ist, nnd wcnn ieb ineiner Arbeit in dicscr Beziehung 
cinen Fortscbritt vindicirc, so ist es betreffs der Definition dcr Derivation (wic dcr Ausdruck F{z y n) nacb 
llerrn Griinwald benannt ist) und der functionentheorctiscben Grnndlage dcr Entwicklungen. 

Eincn Gedanken Rieniann’s beniitzend, gebc icb davon aus, der Derivation D"f{z) — F(z y n) die 
beiden Fundamentalfordernngen aufzuerlegeu 

y z ») — F{g,n+ 1) 

z 

F(z, — v) — f(z)dz‘ v gjiuz nnd positiv 

a 

(dass dunn A’(^, + v) Differentialqnotienten werden, ist olmc Wcitercs klar); dann zeigt sicb, dass biednrcli 
die Derivation nocb nicbt bestimmt ist, dass man also nocb cine Forderung stellcn kann. Fur diese neue 
Fordcrung wiiblte icb die Relation 

D m D n f(z ) = D m + n f(z ) 

als dritte Fundamentaleigenscbaft, nnd dann ist die Derivation F(z y n) vollkonimen bestinnnt und icb konnte 
sie dureb das verallgemeinertc Cancliy’sche Integral ansdriicken. Ganz von selbst stellten sicb dicBcdingung 
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tier Dcrivirbarkeit der Function f(z), sowic der Begriff dcs Intcrvalls, nnd endlieh die Bcdiugung cin ; 
nnter der die drittc Fiindamcntalcigenschaft bcstclit. 

Die Einfachheit und Natllrliclikcit dieses Gedankengangcs wird man niclit vcrkennen; es fragt sicli jetzt 
nur ? ist die anf diesem Wegc gefuiulene Derivation aueh identiscli init der bislier behandelten? Dicse Fragc 
ist zu bejahen; das zeigt die Darstellung 


.D" + V(*) = 


i 


8 '' r fjf) < lt 

*?} (*—*)»+«» 
a 


real n < 0 
v ganz und positiv 


die sicli im Wesentlicben liberal) findet (bci Lionvillc ist a — oo, bei H. Grilnwald und den Ubrigen ist 
a endlieh, wahrend Bucliwaldt beide Flille zuliisst). 


I. 


Definition der Derivation mit endlicher unterer Grenze. 

l. 

Wir bilden von einer vorgelcgten Function f(z) der complexen Variabelen z successive die Differential- 
quotienten und vielfaclien Integrale, dann haben wir die beiden Reihen 

m, m- • • / w o). . . 

2 2 3 

j J ■ J 

a a a 

deren Glieder wir folgeweise mit 

*\Z, 0), F(Z,1\ F(z t 2). . . F(~ v) . . . 

F(z,- 2) . . F(z,—v) . . 

bezeiebnen wollen. Dabei soli die uuterc Greuze a der vielfaclien Integrale endlieh und soust beliebig sein, 
jedoeb von der Beschaffenbeit, dass die Fuuction f(z) wirklieb zwisclicn den Grenzen a und z integrirbar ist. 
Wir konneu dann sagen, dass die Differcntialquotieuten und viclfachen Integrale die speeiellen Wcrtlie sind, 
welcbe die allgemeinere Function 

F(z,n) 

fiir gauze positive und negative d. h. ftir n — ±v annimmt. Diese allgemeinere Function F(z 9 n) 7 welebc 
cine Function der beiden von einander unabhangigen complexen Variabelen 0 und n ist ? imigc Derivation der 
vorgelegten Function f(z) geuannt werden; in diesem Sinne sind also die Operationen des Differenzirens und 
Integrirens spccielle Fiille einer allgemeinen Operation 7 die wir dcnicntspreelicnd das Deriviren nennen 
wollen. 

Es ist nun znniiehst zweekmassig, fill* das Differenziren und lntegriren cin gemeinsames Zeielien einzu- 
flihren; dazu beniitzen wir vor der Hand das Zeielien D mit beigesetztem Index, namlicb 

f h K z ) = D ‘fk z ) 

p f(z)dz» = D-‘f(z) 
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dann wird die analoge Bezeichnung fill* das Dcriviren lauten: 

F{z,n) = rrf{z). 

Stcllen wir diese Gleiehnng um ; indem wir, wic gebriiucldich, die auszufiiliremle Operation linker Hand 
anzeigen uml redder Hand das fertige Besnltat angeben, also 

Ir f(') = 

so ist, der Sinn dieser Gleiehnng dcrselbe wie etwa der dev Gleieliungen 3.4 = 12, lA) — 3 ete. 

Es ist nnn von vornlicrcin leielit zu selien, dass es miendlieli viele Fnnetionen F{?,h) mid daher aueli 
nnendlieh viele Operationen D a geben wird, welelie fiir gauze, positive oder negative u die Differential- 
quotienten und vielfaelien Integrale liefern, und miter diesen versdiiedenen Fmietionen F(z, h) werden wir 
im Folgenden cine inbglielist einfaebe zu bestinimen sneben. und dicse all c in mit deni Namen Derivation und 
die dazu gehurige Operation mit der Rezeiehmuig: deriviren belegen. 

Dm nun diese Function F(z,h) dnreli einen analytisehen Ausdruek bestimmen zu konncn, inlissen wir 
einc Eigen soli aft, die dieselbe bei alien ganzen n bat, bei beliebigen n bestehen lassen, es ist dies die 
Eigensebaft 

~l'\z,±-') = F{z,±v-*- 1), 

Hie man sofort aus den Reihen 1) erkennt; und ilire Verallgemeinerung fiir beliebige wekdie znliissig ist, 
da 0 von n nnabhiingig ist, lautet: 

^F(z,u) = F(g,n + 1). 2) 

Zu dieser Gleiehnng, welehe in Bezug anf 0 eine Differcntialgleiebung, in Bezug an I* n aber cine Fune- 
tioualgleiebmig ist, treten dmm die folgenden gleicbsam als Grcnzgleicbungen binzu: 

F(z,±v) = D±‘fc) 3) 

\\o die v ganz, mitliin die rechten Seiten bekannt sind. 

Aus diesen Gleieliungen 2) und 3), welelie wir die Fnndnmentalforderungen fiir die Derivation nennen 
wollen, soli nun F(p 7 n) bestimint werden. Wir miissen zu dicscm Zwecke vorerst jedoeli , namentlicb inn die 
reclitc Seite der Gleiehnng 3) in eine audere Form zu bringen, eine Bctraehtmig fiber gewisse Cnrvcniufe- 
grale einsebaltcn. 


In der fiir ganze positive v geltwiden Formel von Caueby 

D f<d = 2 TtT ■[ (t-zyF = A*.*) 


4) 


ist bekanntlieb der lntegrationsweg K der eomplexen Variabelen t ciue beliebige Curve, die Hen Pmikt 0 
einmal im positiven Rinne uinliinft und keinc Ausuabniepunktc der Function j\t) einschliesst. 

Der aualoge Ausdruek fiir —v an Stelle von v ist 

j(z,- v ) = y (FF j f( n(t -z)‘-'dt. r>) 

IC 2 

20 


nenkacliriflen der malhem.-uaturw. Cl. LY11. Bd. 
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Bezielit man bier die Variabele t auf (leuselben Integratiousweg K., so nimmt J(z,—v) die mibe- 
sfimmte Form oo.O an, und uin das zu vermeiden, definiren wir 



Snbtraliirt man davou die fiir beliebig kleinc o geltencle Formel 



so erhiUt man 



and beriicksichtigt man die Gleiebung 


r(i-a) 


r(i— v—5) = (—i)v 


o(l-ho)(2-ho) . . . (v- — 


so ist weiter 



oder einfaeli 



Den Integrationsweg K denken wir uns nun so entstanden, dass er von einem beliebigen Puukte a aus- 
geliend den Punkt z einmal ini positiven Rinne uinliiuft, nlie Ausnabniepnnkte von fit) aiisscliliesst und 
wieder in a cucligt. Der Anfangswerth der Function nnter dem Integralzeiclien ist deinnach 


z), 


der Endwertli dagegen 


f (") [i («— z) + 2 i it], 


weil die Amplitude von t —-z beim Durehlaufen von K z urn 2 k gewaebsen ist. Der Integrationsweg I\ z ist 
somit in der letzten Darstellung von J(z ,—v) keine geselilossene Curve. 

Urn nun den Ausdruck recliter Hand in 0) ausznwerthen, ersetzen wir den Integrationsweg K s durcli 
eineu neuen Integrationsweg, der ans folgenden drci Theilen bestebt: 

1. aus der beliebigen geraden oder krninmen Linie ( az) 7 die von a nacli z fiibrt, oline durcli einen Aus- 
nalunepunkt von f(t) zu gehen, nocli einen solclien zu mmvinden, 

2. aus dem unendlieh kleinen uni 2 geselilagenen Kreis 

3. aus der von 0 naeli a zuriiekfiibrenden Curve (*«). 

Dann ist 
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Im zweiten Integrate snbstituiren wir t —c = , dt = ipc?'* do, wo y von <p 0 bis y 0 + 2 r wiichst and o 

den Radins cles unendlieh kleincn Krcises 3 0 darstellt. Fiir unendlieh abnehmcnde p vcrselnvindet dieses 
Integral; kehrt man ferner im dritten lutegrale die Integr dionsrichtung nro, so bleibt einfacli 


oder endlicb 


A--,-.) = • J A'H'-')- ■ =»»•■« 

V / (a:) 


•'0,-0 = ,.“5 • f/V)(~—O' -*«//. 


Man erkcnnt sofort, dass der reclitcr Hand auftretende Ausdruek nichts Anderes ist, als das vfaclie 
Integral von f(z) genonnnen zwiscben den Orenzen a mid Bezeiehnet man dieses nack der friilier geinacbtcn 
Bemerknng in it 

b m, 


so hat man wegen 5) 


ZTYo) 


f m<u 
i. (/-«)-’+* 


cine Formel, die der Cauehy'selien Formel 4) vollkommen analog ist. Beide Formeln lasseu sieh zusaminen- 
fassen in die fulgende 


Tf'M = 



7) 


wo v cine gauze positive Zalil bedentet. Gilt das obere Vorzeichen, so ist der Worth des Cnrveuintegrales 
vom Ausgangspunkte a des Integrationswcges IC unabhungig, weil dann 1C cine gescdilossene Curve ist; 
gilt dagegen das untere Yorzeiehen, so ist ; wie wir eben geseben haben, der Worth des Cnrveuintegrales 
abhangig vom Ausgangspunkte a, weil der Integrationsweg 1C nielit niehr gesehlossen ist^ wenn man sieh 
die ganze negative Zahl —v als den Grenzwerth vorstellt, deni die beliebige Zabl — (v+o) bei unendlieh 
abnehmendem o zustrebt. 

Zufolge der Gleielmng 7) ist somit die Derivation D n f(z) oder F(z,u) fiir ganze positive mid negative 
n derart bestimuit. dass F(z t -bv) den v-teu Differentialquotienten von f(z ) and F(z, — v) das v faclie 
Integral von f(z), genommen zwiscben den Grenzen a nnd z> darstellt, was wir bei der Forderung 3) 
beriicksichtigen vvollen. 


Vermittelst der Gleielmng 7) kounen wir nnsere Fundamentalforderungen so ausspreclieu: 

Die Derivation F(z } n) muss der Functionalgleiebnng 

^F(z,n) = F(g,n+ 1) 8) 


geuiigen und fUr ganze n = ± v die Grenzbedingung 


FO,±v) 


F(±v + 
2 in 


1) f 


9) 


erftlllen. u 

Um nun zum analytischen Ausdmcke fiir F(z,n) zu gelangen, wird es nnsere niiehste Aufgabe sein, die 
Gleielmng 8) zu integriren und das Integral der Bcdiugung 9) zu untenverfen. Da nun 8) gleielizeitig 
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Functional- mid Differcntialglcicdiung ist, so wild dcr Weg, die vollstandigc Losung von 8) direct zu fimlcn 7 
ein selir schwierigcr sein; wir braudien abcr fur nnseren Zweck die vollstandigc Losung gar nicht 7 da wir 
sie olmeliin wieder specialisiren imissten, uin aucli die Gleiehnng 6) zu bcfriedigen. Zudein werden wir von 
einer directen Losung inn so liebcr abseben 7 als sich miser Zicl selir lciclit auf indireetem Wege erreiclien liisst. 

Wir versuchcn niimlich, ob und inwiefcrn tier Ausdruck 




\ +1) f / (t)<h 

27- (/-,)-* 


der ebenso gcbildet ist 7 wie 4) mid 5), unscreu Gleiehungen S) mid 6) Geuiige leistet. Dass er die Gleiehung 
0) erfiillt, ist olme Weiteres crsichtlieli; er geniigt aber aucli der Gleiehung 8) 7 denn es ist 


8 !( v r(^+2) C f\t)dt 

3 A [ ~ ,n) ~ 2 in -l Jt—:)•*■* 


J{z,u+ 1), 


da die Differentiation miter deni lntegralzeichen vorgcnommen werden dart’, wenn wir voraussetzen, dass 
der Integrationswcg A\ von der friilier angegebenen Besehaftenheit ist. Die Ditlcrcnz 

F(z,n) — J(z,n) — l\z,u) 

gentigt dann ebenfalls der Gleiehung 8) und hat die Eigenselmft, fur alle gauzen u — zu versehwinden. 
Es ist sornit die vollstandigc Losung dev beiden Gleiehungen 8) und 9) einfaeh 


*VvO = J(z,n) + j\z,n) 


oder wegen der Bedcutuug von J(z 7 n) 

10) *'{?,») 


!’(«+)) f A t)<lt 

2 in - K (/—;)*+'' 


+ P(z, it), 


wobei P(z,n) den beiden Bedinguugen 

^r( 2 ,„) = P(z,n + \) 

P{z 7 ziz v ) — 0 
zu geniigen hat, sonst aber ganz willkiirlicli ist. 

Wir liaben somit augenscheiulich das Resultat: Solange wir bios an den Fordcrungen 8) und 9) f'est- 
haltcn, ist der analytisclie Ausdruck fur die Derivation durcli die Gleiehung 10) gegeben; dcrselbe euthalt 
nodi die Function P(z 9 n) } welelic (lurch die Gleiehungen 11) detinirt ist. Man sieht lciclit ein, class cs 
unendlieli vielc solche Functionen P(z,u) gibt, und cs ist daher der analytisclie Ausdruck fur die Derivation 
nocli keineswegs bestimmt. 



4. 


In der Gleiehung 10) tritt ans redder Hand ein Curvenintegral entgegen, das cine nalierc Betrachtung 
verdieut, es ist dies das Curvenintegral 


12 ) 


J ' 2>>0 = 


\\n+i) j 

2/tt | * 


Zunaehst bemerken wir, class der Integratiousweg K 7 der voin Punkt a ausgehend eine Schlinge nm 
den Punkt z bildet und wieder naeli u zuriickkelirt, ohne einen Ausnahmcpunkt von f(t) durchzulaufen oder 


einzusehliessen, keine geschlossene Curve ist. 


Denn es ist z ein Ausnahmepunkt lies Intcgranden 


AO 


und diesc Function liaben wir uns wegen ihrer Vicldcntigkeit auf unendlieli vielen Riemann’scheii Blattern, 
die siunmtlidi im Punktc z 0 in d iin llnemllielien) zusainmcnhangeu, ausgebreitet zu denken. Fiihren wir 
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eincn Verzweigu ngssclmitt von z liber a , so konnen wir den Intcgrationsweg l\_ stets so wiililcn, (lass cr 
liingst seiner ganzcn Ausdcliuuug auf cin mul dcmselben Hiatte sich bcfinrlet mid wir konnen uns dabei fiir 
ein beliebiges Hiatt entscliciden. Iiisolcriie ist das Cnrvenintegral uncndlieli vieldentig; dock untcrscheideu 
sieli seine sammtliehcn Wertlic nnr dureli Faetoren von dcr Form <r *'*'**, wo h cine gauze positive oder 
negative Zalil ist, dessen AYcrth abhiingt von dcr Wald dcs Blattes ; auf deni wir uns bei der Integration 
bcfmden. Entscliciden wir uns cin 1‘ur allemal fiir ein bcstiinintcs Hiatt, ctwa fiir dasjenige, deni dcr Wertb 
h = 0 cntspriclit, so liaben wir auf diese Yicldeutigkeit des Curvcuintegrales niclit weiter zu achtcn, indem 
aus dem Wertlic fiir das bestimmte Hiatt h =0 soglcicii dcr Werth fiir cin beliebiges Hiatt h — h Iicrvnrgclit, 
wenn man mil e UhU7Z niultiplicirt. 

Es fragt sicli aber weiter ; untcr welclicn Hedingungcn fiir f\t) and n dieses Curveniutcgral iibcrliaupt 
endlieli ist. 

In diescr Ilinsicht criuncrn wir an die Itescliaffcnheit dcs Intcgrationswegcs 1C. Dcrsclbc darf keinen 
Ausnalinicpunkt von f\t) einschlicssen, ferncr darf auch auf illm lungs seiner ganzcn Ausdelinung keiu 
soldier liegen. Da nun dcr Funkt a der Voraussctznng nacli ini Endlichcn liegt, so hat der Intcgrationswcg, 
wie wir annehmen konnen, cine cndlidic Liingc, and cs komnicn hei der Integration nur cndliclic Wertlic 
ties Intcgranden in Hetraclit; nach eincm bekannten Satzc ist dalier dieses Cnrvenintegral cndlieli and zwar 
fiir all c Wertlic von n. Wir konnen sogar auch im Pnnktc a } dcr den Anfang und das Elide von JC~ bildet, cine 
Singularitat der Function f(t) znlassen. Um zn schen, wie cs dann mit der Endlicdikeit dieses Curvcuintegrales 
stelit, zcrlcgcn wir den lutegrationswcg IC Z in drei Theilc, und zwar sollen, wcnn b ein beliebiger eudlieber, 
aber fiir f(t) gcwblinlielier Pnnkt ist ; diese drei Theile sein: 

1. die Strcckc ah, die im Allgcmcinen niclit gevadlinig zu sein braueht, aber keinen Ausnabmepunkt 
von f(t) dureli- oder umlaufcn darf, 

2. die Seblingc IC f Z) die in b beginuend den Pnnkt z einmal im positiven Sinnc umliinft, keinen Aus- 
nabmepunkt von f{t) cinscblicsst und in b wiedcr endigt, 

3. die Streckc b a. 

Man bekommt dann 

r/. J A- | \«+ l ) r , ''O'+O f IV)M , iX«+i) r /v>« 

' 2in J (/—;)" + ' + 21k j (t — z )“+' 2ir.e li "+' *.] (/—+ l 

a K 'z 'b 

oiler, li n eli gcliSrigcr Znsamnicnziebmig des ersten and dritten Integrates, 


J(z,n) = 


2 in J (t—z) n + i 

KL V ' 


\ r am . 

«)J c~—0" +1 


13) 


Da b ein gewbhnlichcr Pnnkt der Function f{f) ist, so ist das erste Integral wegen dcr Rescliaflenlieit 
dcs Intcgrationswegcs K f s mudi dcin vorliiu angewandten Satze stets endlieb; das zweite Integral vcrlangt 
jedoedi zu seiner Endlicbkcit die Bcdingung 

Lim [(< u )f(f)\ t=a ) — 0. O) 

1st diese aber crfiillt, so ist dieses Integral endlieb, und zwar fiir allc a; dalier auch dcr Ausdruck 
J(z } n). Wir liaben somit den Satz: 

„Das Cnrvenintegral J(z,n) ist stets endlieb, wcnn f(t) im Tunktc a die Bcdingung 14) crfiillt.“ 

Der Pnnkt. a kann nun in Bczug auf /’(/) ein Unstetigkcits]mnkt von verstdiiedener Art sein. Verbalt sieb 
niiinlich f(t) in der Fingebiiiig von a so wie (/— a)**, oder (t — <t-) p [t(t —a)] 7 u - 80 * 8t Erfllllnng der 
Oloiehung 14) unabhangig von der Riclitung, in wclclicr sich t gegeu a aniiabcrt; im zweiten Integrate in 
lo) kann also dann dcr Integrationsweg a b von a aus zuerst cine ganz belicbigcEicbtung nehmen, uni dann 
nacli b zu gelangen; daraus folgt dann, class in J[z } u) der Intcgrationswcg K ZJ aus welcbem ja die Streckc 
ab entstandcii ist, sowolil bei seiuein Ausgange von a als auch bei seiner Biickkchr gegen a ganz bcliebig 


158 


Anton Knifj, 


oricntirt sein kann. Man kann das so ausdriieken: 1st a cin Ausnahmepunkt dieser Art (wir wollcn cine 
solclie Unstetigkeit im Punkte a im Folgendcn cine Unstetigkeit „erster Art“ nennen), so kann — die Erflil- 
Imig dcr Gleicbung 14) vorausgesctzt — dor Integrationsweg K z bei seinein Ausgange von a und bci seiner 
Riickkehr ganz beliebige Richtungen liaben unci ist iminer eudlicli und von solcben Ricbtungen 

unabhangig. 

Ist dagegen in a eine Singularityt von einer anderen Art (Unstetigkeit „zweiter Art“, wie wir sagen 
wollcn), so kann zwar die Gleicbung 14) ancli noch crfiillt sein, aber dann im Allgemeinen nnr mebr fiir 
gewisse Annahcrnngsrichtungen von / gegen a\ in 13) muss also im zweiten Integrale der Integrationsweg 
ah in dcr Niihc von a eine bestimmte Ricbtung liaben, wenn das Integral endlieb sein soil, daber wird dann 
der Integrationsweg K z in J(z,n) eine Curve sein rniisseu, die in a einen Rlickkebrpunkt bat und die Ricbtung 
der Tan gen te in diesem Ruckkehrpunkte wird eben jene Annaberungsrichtung sein, fiir welclie 14) erfiillt 
ist. Man kann also sagen: Soil bei einer Unstetigkeit zweiter Art im Punkte a das Curvenintegral J(z,n) 
endlieb sein, so wird im Allgemeinen der Integrationsweg K z im Punkte a eine Spitze bilden miissen, die 
sieli deni Punkte a in der Riclitung annabert, wie es die Gleicbung 14) verlangt. 

Da vernioge der Gleicbung 10) die Endlicbkeit der Derivation F(z>n) in erster Linie von der Endlicbkeit 
dieses eben betraehteten Curvcnintegrales J(z 7 n) abhangt, so wollen wir die Gleicbung 14) die Bcdingung 
der Derivirbarkeit nennen. 


5. 


Der (lurch 10) gegebene Ansdruck fiir die Derivation ist theils unendlieb vieldeutig, insofern er das 
im vorigen Paragrapben betraebtete Curvenintegral enthalt, tbeils ist er unbestimint, insofern in ilnn die nocb 
niebt naker bestimmte Function I J (z,n) vorkoinmt. Die mis deni Curvenintegrale entspringende Vicldeutigkeit 
konnen wir ganz unberiicksicbtigt hissen, da sie keine Unbestimmtheit involvirt, daber wird die neue 
Forderung, die wir noch zur Bestimmuug der Derivation nothig baben, den Zweek baben, die Function 
J > (z>n) zu bestiminen. Da nun diese neue Forderuug im Allgemeinen eine beliebige sein kann, so wird die 
Function I\z,n) aneb verschieden ausfallen miissen; es ist daber von der grbssten Wiebtigkeit, die neue 
Forderung so zu stellcu, dass die Function P(z,n) so cinfack wie mbglieb ansfiillt. Wir gelangen dazu auf 
folgendem Wegc: 

Vergleiebt man die beiden Ausdriicke 

= jf ff /■(') = jf F(z,n) 

a a a 

= ir* fa 

a 

mit eiuander, so liisst sich zeigen, dass folgende Bezicbung stattfiudet 

<I'0,±fVO = F(z,±n+ii), 
wenn p eine gauze positive Zabl ist. Dcnn es ist erstens 

> = if F{Z, „) — ~ F(z,n ); 

a 

mm folgt ans 8) (lurch wiederholte Differentiation 

-^T*VvO = Ffp+n), 

daber ist aueh 

^fo+fvO = 
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Fenier ist zweitcns 

= lr n*>») = h(^, i5) 

a *' 

a 

nnd man iiberzeugt sicli dureb /z- malige Differentiation naeb s leieht, dass die Gieiclmng 

(' F(z, n) <kv- = F(z, u—jj.) 

a 

stattfmdet; die vorletzte Glcichuug gibt daber 

fS ^) -^(Zj /A + w), 

womit die obige Bezieliung bewiesen ist. Dabei ist allerdings niebt zu iibersehen, dass das Integral 

JVo)^ 

a 

zwar einen endlieben angebbaren Wertli bat, wenn wir, was immer gesebeben muss, die Function f(t ) der 
Bedingnng 14) niitenverfen, dass aber damns nocli niebt die Fndliehkeit des in 15) vorkoiumenden Inte- 
grales folgt; vielmebr wird darin die Gross e n eiuer gewissen Besclininkung unterliegcn miissen. Wir werdeu 
darauf noeb ansfiibrliclier zuriiekkominen. 

Haben <]> und F die vorige Bedeutung, so ist, wenn m keine ganze Zabl ist, ini Allgenieinen 

>i) ^ F(z } m + n). 


Urn das einzuselien, entwiekeln wir jeden diesel* beiden Ansdriicke naeb der Fonnel 10), dann bat man 
zunaebst 

<\>(z } m 7 )i) = jy n F(z,n) 

a 


jyn \F_(«4-1) J f(t) dt 




) 


Nun liisst sieli dieselbe Fonnel 10) in etwas anderen Zeieben aucb scbreiben 



o (tt) dtt 
ju—z) m +' 


Q(~i» Oi 


worin dann selbstverstiindlieli Q(z } m) den beiden Bedingungen 11) zu geniigen bat. Wendet man diese 
Gleielning anf die reebte Seite der vcrletzten Gleiehung an, so resultirt 





( Hf) 'it 


F(w-h l) P P(u,n)dtt 
2/t: J —~) m f 1 


4- 


Dagegen ist naeb 10) iinmittelbar 


F(z,m + n) 


I (wi 4~ H 4“ 1) 
2 in 


r m*n 


4" / , (C J Ml4-ll)j 


16) 


l?) 


woraiis man sofort erkennt, dass diese beiden Ausdrlieke iin Allgenieinen versebieden sein kSnnen, da ja 
naineutlicli F und Q von einander und von f nocli un abb iin gig siud. 
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I)ic neue, an die Derivation zu stellemle Forderang sei nun die, dass die beiden Ansdriicke 10) mid 17) 
fiir beliebige m einander gleieli werden, (hiss also 

d> (z, Wj )i) = F (zj m + n) 

oder 

is) jf ]/f(z) = jf +n m 


statttimle, wobei wirjedoeli daranf gefasst sind, dass h einer gewissen Bediugung wird unterliegen miissen, 
wie wir schoii fiir den speciellcn Fall mzz — jx bemerkten. 

Die Gleichnng 18) ersetzen wir durcli die mit ihr id cut isclie, niimlicli 


19) 


P(w + 1) I 1 0+1) ( <hi | f(t)dt F(?n + l)| I\n,n)du 

(2j\t) 2 'I (ii—z) m + l ], (7— «)"+* + 2 in > 1 + 


m) 


1 (wi + n + 1) ( f{t)dt 

O 2 ~ J {f. _ rJj w-f n -f 1 


P(z,m+n), 


nml mis dicser Glcichung sollen nun die beiden Fnnctionen P mid Q bcstinimt werden. Dass sieli eine solebe 
Bestinnnung* ansfiiliren liisst, wird sieli gleieli zeigen; zn diesem Zwcokc miissen wir aber vorerst einen 
wiebtigen Satz entwiekcln, dcr sieli anf gewisse Curvcnintcgralc bczielit, und mit Znliilfenahme dcssen wir 
die frnglichc Bestimlining leiclit crreiclicn kbnnen. 


In deni Ausdrnckc 


6 . 




r(»+i) f 0 t—nydt 

2*> ie--) ,,+i 


.soi der Intcgrationswcg K : von dor fVHher angegebeuen Besehaffenheit: er gebe von a aus. mnlaufe z cininal 
ini positiven Sinne, uni dann wieder in a zu endigen. Man kaun diesen Iutegrationsweg ersetzen durcli folgeudc. 
drei Tlieile: 

1. dnrch die geradlinige St reck c ah, wo b beliebig ist, 

2. (lurch einen von b ausgehenden, z einnial ini positiven Sinne mnlanfemlcn Zug K' sy der aueli wieder 
in b cmligt, 

durcli die geradlinige Streckc ba. 

Dann ist 

_ r(n + l)_ r(t-a)P(U \\n-h 1) f (t—aydt V(n + 1) Fl*— 

?(PPn — 2 in j " + “ 2 in ~)" +l r J *)”+* ? 


oder nacli gebbriger Znsaininenzieliung des ersten und letzten lntegrales 


20 ) 


¥>OvO 


r(>* + l) C {t — a) p <lt 1 r(t—aydt 

lst-2) n+l + ■ J 

* a 


Das erstc Integral ist fiir alle Werthc von n und /> eiullich, das zweite jedoeli iiur, 
Wir baben sum it deu Satz: 

Der Ausdruck: 




r(«+i) f ( t—aydt 

2ir. J _(/—-)«+• 


wenn real (^4-l)>0 ist. 


ist stets und nur endlieb 9 w T enn real (0 + l)>0 ist. 










Theorie tier Derivulionen. 


1l)l 


Man hiittc diesen Sat/, ancli sol’ort aus dcm, was liber die Hndliclikeit des Ansdruckes ./(c ? ><) in 12) 
gesagt wnrde ; folgern konnen; in der That ist ja f{p,n) ciu specieller Fall von wcim naiulich 

/‘(/)— (7— a) p wird, mid daini gibt die Bedingung 14) 

Lim [(<-«). (t-«y] u=ai —o 

d, li. real (^ 4 -l)> 0 . 

Lasst mail in 20) b nacdi z riickcn, so kann man den Integrationsweg Kh in cinen nnendlicli kleinen nm 
2 geschlagenen Ivreis zusannnenselirmnpfcn lassen; man Ubcrzcugt sicli leicht, dass miter der Yoraussetzung 
real n <0 dieses Kreisiutegral versehwiudct, und dann bleibt 


a 


Y(p+\) 

i'0—«+i) 


(z — 


oder wegen der nrsprungliehen Bedentung von y(ppi) 

1X^+1) {\t-a) p dt_ \'(p+l) 

21 k * ] K [t— z y+ { l'(p—n + 1 ) * ^ r 


real -f- 1)>0. 


21 ) 


Diese Gleieliung gilt znniichst fur den Fall real n 0; dass sie aber aucli fill* beliebige n gilt, crftihrt 
man lcieli1 7 weim man beiderscits beliebig oft mudi z ditferenzirt und hcdcukt, dass wegen der Endlichkeit 
von <j>(p,n) fill* alle n die Differentiation linker Hand miter dem Integralzeiehcn vorgenommen werden dark 
Die so entstaudene Gleieliung 21) oder die folgende 


t \n + l) f (t—a) p dt _ \'Q>+1) 

2ir. (/—«)" +l “ \\P— n + 1) 


(u—a)p- n 


multipliciren wir beiderseits mit 


r ( jv/ H-14 (hi 

2 ik ( a — 


und integriren uaeli u im Punkte a begiuuend Wings der 


Curve K z ; das gibt 


+ V(n-hl) | <hi C (t — a) p dt _ r(w + l) V(p-bl) ( ( u — a) p ~ n (hi 

{2IkY (u —^) W| T 1 l ( t —«)"+! 2in\'(p —«+lj (a — 


1st mm real (-f-1 ) > 0, so kann man rcelitcr Hand die Gleieliung 21) anwenden, wenn man 
daselbst p und n bezielmngsweisc dureb p — n und m ersetzt; man erhiilt so znnaehst 


__ rpj+i) r(^—« + L)_ u y 

Y(j )—« + l) l'(^ — in —w+ 1 ) ^ 


r(jj+i)_ 


0— (< ) 7 ' 


bier wieder 21) amveudend, indem man n dureli m + n ersetzt, erlialt man bci mngekelirtcr Anordnung 


somit ist seliliesslicdi: 


r(»i + n-hl) j (/— a) p dt 

2 IK l (t—z) m + n + l ’ 


r(w+l)r(" + l ) | du j (/ — aVdt _1) ( (t — a) p dt 

(2/k) 2 J J (t—zy+i- 21 k J g— z ) m + n + 1 

real( j p 4 -l)> 0 ; realty—H-pl) > 0 . 


Denkacburiften der malham.-naturw. Cl. LV1I. Bd. 
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Durcli cliese Gleiclmng ist ein gcwisscs Curvendoppelintegral auf eiu eiufnelies Cnrvenintegral zuriiek- 
geflihvt. Man kami das Result at verallgemeinern, wenu man beidcrseits mit $ ( p)dp multiplicirt, wo 'p(i') 
eiuc ganz bclicbige cndlielic mid ciudeutigc Function von p ist uud liber cine beliebigc Curve integrirt, jedoch 
so, dass stets real bleibt. Set/.I man dann zur Abkiirzung 

22) j (t—«y P O) <h> — 7. (0 

so bat man 

. y >\ r(w+i)1) ( du j _ri«*+«+i)f 

(2/;r) 2 (h— ^) w+1 (7—a) n+1 — 2 /tt J 

Dabci ist die Function y(f) im Allgemeincn beliebig, doeli bemerkt man sehr leiclit die bciden Kin- 
sob rankuugen 

24) Lim [ (f a) -/ (0 —0 

25) Lim [(#—ffV— / ^)], (=a; = 0, 

die sicli aus 22) ergeben, wenn man real (y? + l)>0 uud real (p— «+l)>0 beriicksiehtigt. 

Die Bedingung 24), welclic mil 14) identiseh ist, verlangt, dass •/(/) dcrivirbar ist; das ist aber anc*h 
die cinzigc Bedingung fiir y(t) } was die Giltigkeit der Gleiclmng 24) anbelangt, denn die Bedingung 25) 
scliriinkt y(t) nieht weiter ein, sondern nur die Grbsse n. Wir liaben also den Satz: 

Zur Giltigkeit der Glcichung 23) gelibrt, dass y {f) dcrivirbar im Pnnkte a ist, mul dass n der Bedingung 
25) Gcniige lcistet. m ist dagegen vollstiindig willkiirlicb. 


7. 

Wir kchren mm zur Gleiclmng 10) zuriiek nnd setzen darin neben der sclion uliter 14) angenommenen 
Bedingung der Derivirbarkeit von f(t) noeli Hir n die wciterc Bedingung fest 

26) Um[(t-„y-»fXt)] (i=a) = 0. 


Daun hebt sicli iu 10) vermiige 23) das Cnrvenintegral linker Hand gegen das Curvcnintegral redder 
Hand, nnd es bleibt 


27) 


I\i//+I)( /'(«, u)ch< 

~T[Z J + *?('>"') — P{~,>n + n), 


worans nun P uud Q zu bestimmen sind. m ist ganz beliebig, dagegen n dureh die Bedingung 26) bcschriinkt; 
man sielit imless zunaehst leiclil ein, dass n gewiss aucli einer ganzen liegativcn Zald —v gleieh scin kann. 
Sctzt man nun in 27) n — v, so fallt wegen 11), wonaeli P(p 9 dt^) = 0 ist, das Curvcnintegral fort, 
uud es ist 

28) P(z,m-v)=Q(z,m). 

Ersctzt man liieriu m nnd v bezieliuugsweise dureh m + 1 mid v-j-1, so ist weiter 

P(z 9 m —v) Q{z } m 4-1), 


also dureh Vergleicliung mit 28) 


+ 1 ) = 


8 

c z 


Q(z } >n) — 


das ist wegen 11) 
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woraus (lurch Integration 

Q{s,nt) — 

gefolgert wird. Die Integrationsconstantc oj(w) muss nacli 111 periodisch sein, niimlicli dor Fnnctional- 
gleichnng + 1) = oj(m) nebst der Bedingnng w(0) = 0 geniigen nnd darf z niclit enthaltcn. Setzt man 
diesen Worth von Q{z,ni) in die Gleichung 28), so ist 

P\z } m —v) = w (w) & 

oder, wenn man m dnrcli m + w-t-v ersetzt und wegen der Periodicitiit von oj (nt): 

Pfani + n) — w(iw + ;;)r; 

daraus folgt noch spcciell ftlr m = 0 

P(Z)ri) — w(fi)cr. 

Triigt man die gefundenen Wevtlie von / J und Q in die Gleichung 27) ein, so wird, wie ersichtlicdi 

1 (m- f-1) ( c ,f du r « , \ i - 

2 ir. ‘ ^ l ^ + '0 “ <»] 


Dicse Gleichung ist. aber nur dann inbglich, wcmi « fiir jcdes Argument versohwindet. Dann ist 
a her auch 


P = Q — 0. 


Jet/d licfert also die Gleichung 10) folgcnden analytischen Ausdruck fiir die Derivation 


d" m = 


IV' 4-1) I' 

2ir. (/--)"+' ’ 


29) 


wcleher uns fiir die woilcron Entwiekeliingcii als liasis dienen wird. Die lieliebigc complexe (■ riissc n nidge tier 
Index und a die untero (Ircir/.o der Derivation geiuuint. werden. <t muss i in Endlicheii lichen nnd f'(z) liat der 
Ilcdingung 14) zu geniigen, rvelclie wir nocli ciiiinnl ansclireilien wolleu 

Dim [(/-«)/'(/)] ( , = „, = ° 30 ) 

(Bedingnng der Derivirbarkeit.) 

Wir wollen die gewonneuen Resultate noch eininal knrz znsanimenfassen: 

„ Unsere Derivation J) n f(z) hat folgcnde drei Fmidanientaleigenschaften: 

a 

a ; if f (?) = b’ + ' f<~) 

“ a a 

b~‘f (*) = ( ‘ 

a J 

a 

= y/ ,+ 7(V; U'« 1C 


11. >31) 




hi. 


(lurch dieselben ist sie vollkonmien bestimnit, nnd wird analytisch (lurch die Gleichung 20) ansgcdrliekt. u 
Die Eigensehaft 
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d. It. die Eigcnsebaft der Derivation, fiir gauze positive Indices in Diffcrcntialquoticnten uberzugeben, ist 
niebt mit miter die Fundamentalcigensclniften aufgcnommen worden, wcil sic bios cine Folgc von l mid 11 ist: 
Differeuzirt man namlioh in IT bcidcrscits 2v-mal naeli z, so crinilt man 


32) 


S ZT m = .-A*); 


andererseits folgt aber aus I dnreh successive Differentiation 


hirm = b'*'m 

~ a a 

“a a 

£/>■ m = ft"’/(--) 


rkfrm = 

~ a a 

Setzt man in dieser letzten Glciehung n— —v, so bat man 

*1 ir ‘ tV) - I) m, 

** a a 

worans durcli Vergleielmng mit 32) nmnittclbar folgt 

/>' m = 

a 

also ist diesc Eigensebaft in I und II entbalten. 

Fur III ist die Bcmerkung wcscntlieh, (lass darin n niebt beliebig, sondern an die angcluingte 
Bedingung, die sieb unter 25), resp. 26) einstellte, gebimdcn ist; m ist dagegen vollstiindig willkiirlicb. 

II. 

Entwicklung der wichtigsten hieher gehorigen Formeln. 

1 . 

Naeli deni wir im vorigen Capitel die Defiuitionsglcicluing 29) fiir unsere Derivation aufgestellt liabcn, 
ist es vor Allcm wunsebenswerth, zu wissen, wie sicb diesc Derivation als Function von 3 betraehtet, in der 
Umgebung der unteren Grenze a verbiilt, welelie deu Anfangs- und Endpunkt des Intcgratiouswegcs K, 
bildet. Urn das zu erfabren, halten wir den Punkt a fest und lasscn z an ibn beranrueken. Als Integrntions- 
weg K z in 29) wiihlen wir dann cincn unendlich kleincu, uni z geseblagcneu Kreis, der until rlicli dureb 
den Punkt a gelien muss. Setzen wir dcmnacb, wenu ;• der Badius dieses Kreises ist, 

t a zz. ^ + ; ( t — a) = r(e*?-—c*?®); Jt — 

wo die Amplitude des Anfangsradins ist; dann liaben wir naeli y zu intcgrircu und zwar zwiseben den 
Grcnzen y 0 und o 0 + 2~. In Bezug anf f\t) werden wir unterseheiden , ob a cin gewohnlieher Punkt fiir f(t) 
ist, odcr cin Unstetigkeitspunkt erster Art. (Vergl. Cap. I, Paragra])b 4.) 
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a) a ist ein gewbhnlicher Pankt fiir f(f). 

Aus 2d) hat man zunaelist (lurch Eiufiilining tier genanuten Substitutionen : 




'er)e~ in r (1 y . 


Weil wir /• unondlieh nbnehinen lassen, so kbnnen wir, da f{f) in dev Umgebung von a mid cbenso 
in der Umgebung von c stetig ist, statt kurz f(z) sohvciben mid vor das Integral/eichen stellen ; 

fiihrt man nun die liocli iibvige Integration nach v aus, so ergibt sich nach einigcn lcichtcn Beduotionen and 
miter Beachtung von c —n = 


oder a u eh 


Li in 


= i-U-«) L "" 

33) 

-b'n.y_= r ^y 

34) 


Diese Gleieliung sagt ans 7 dass der Grenzwerth linker Hand slots, d. li. fiir alle n endlieh blcibt. 

,3) a sei ein soldier Uustetigkeitspuukt von f(t\ dass man 

AO = d—°) r f\ (0 

setzen kann ? wo f { (f) in der Umgebung von a stetig ist. Die Bedingung der Derivirbarkcit 30) gibt fiir i> die 
Bedingnng 

real Q>-f-l) >0, 

was wir also als erfiillt voraussetzen miissen. 

(z — a)' l -r 

Man lindet jetzt aus 29), wenn man beiderseits mit multiplioirt, reehter Hand fiir z - a den 

Wert.li rd’^o+~) einsetzt nnd miter dcin Integralzeiehen die Variabele o wie vorliin einfiihrt: 


b" (--«)<r,(--I=<'-• l ' l v n ft" 

fl\~) a J 


z+re l ‘?) . 7 


Liisst man c naeh a rlicken und bedenkt man, dass wegen der Stctigkeit von f x (t) im Punktc a der 
Quotient 

u,,, r«i±riz>i 

L /1 (A Jr=l>i 


m 

fiir jeden Wertb von o der Kin licit gleichkommt, so wird 


Li,n fer T) o)] = «*' (? - +B • r A n I ° 

L fl\-) a ^,z~a * 


fi 0 > 

und dureli Auswertliung dieses lutcgrales ist weiter 

" 0 — a)”-P 


y e ‘"’Ul'j, 


Lim |) 






’U >—«+0 


f(~) 

Rehreibt man jetzt linker Hand statt f { (z) wieder , so hat man schliesslieh 
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wegcu real (y;+l)>0 is! der Grcnzwerth rechter Hand ebenfalls stets ciullicli. Fiir p — 0 kommt man anf 
34) zuriiek. 

y) a sei cin soldier Unstetigkeitspunkt von f{t), class man setzcn kann 

AO = (t-«Y[h*-<0] 9 M), 

wo wieder f (/) in der Umgcbung von a stetig ist. Die Bedingung der Derivirbarkeil lautet liier wieder 

real (p - h 1) > 0 

mid man findet dnrcdi cine almlicbe Redlining wie vorhin, class der Grenzwcrtli 

Li "' [ • it nJL_ 


ancli liier stets emllicli ist; driickt man wieder f ] (c) (lurch /'(c) a us, so kann man niimlicli sedireiben 


30) 


37) 


r(c—«)" = -i Hp+l) 

Die Gleiclinngen 34), 35) mid 3G) fiibrcn zu deni Ergebnisse, dass 


gesetzt werden kann, wo E(z) fiir z~a endlieb bleibt, nnd zwar gilt cine solcbe Glciclinng, wenn a ein 
gcwbbnlieher Punkt odcr ein Unstctigkeitspnnkt erster Art von f(i ) ist. 

Die Bctraclitung der Fiillc, wo ini Pnnkte a eine Unstctigkcit zweitcr Art zugelassen wird, mag untcr- 
blciben, weil wir ims vor der Hand mil* auf solcbe Dcrivationen bcscbrankcu werden, wo fit) in a bios von 
der ersten Art nnstetig ist und weil in jenen Fiillen in der That koine so einfaebe Gleicbung wie 37) bestebt. 

Wir werden aneb spiiter an einigen Bcispieleu seben, class die Gleicbung 37) in den Fallen, wo a eiu 
Unstetigkeitspnnkt zweitcr Art ist, nieht niclir gilt. 

Mit Hilfe von 37) liisst sicli min lciebt die Frngc beaut worten, miter wclcbcn Umstiinden die Derivation 
Jj x f(z) als Function von z betraebtet, wieder dcrivirbar ist. Dazn gebdrt, wenn man in 30) z statt t und 

a 

J) n f(z) statt f(z) setzt, dass 

a 

Lim[(c-o)i)’7(~)l =0 

a -’=«) 

stattflndet. Nacb 37) kann man daflir sebreiben 


Lim [(c— «)' f(z) = 0 

oder wegen der Emllichkeit. von E(z) im Punktc a 

Lim [(s- fl )‘-/(j)J =0. 

z—a) 

Enter dieser Bedingung ist somit die Derivation ]) n f(z) wieder derivirbar, und zugleieb seben wir, 

a 

dass die in 31) 111 gefordertc Bedingung eben niclits Andercs ist, als die Bedingnng fiir die Derivirbarkcit 
f) n f(z)j also die Bedingung fiir die Endliclikeit der Doppeldcrivation J) * ]) n f(z)- 


von 
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Wir eriuncm uns zuiuiclist, das wir das Cnrvcnintegral flir die Derivation der Function (z — a)*' sehon 
ausgewertbet Iiaben; man kann namlieli nacb 2J) sotort hinsclireibcn: 


if [s-a) p = • (~—c<Y~ n roaUp+ 1 ) > 0 


38) 


unci fur^=: 0 crbalt man daraus die speeielle Formel 


Wei ter ist micli ( 08 ) aucli 


O W-iYi-> 0 'O-«) h ' 


i)'h3-«Y +l -{*-«r\ = I" (z-af- l ^ + f ](z-ar » 

J L v J v 'I I I i )>+<!— 1) v 1 1 ( /j — « + l)J 1 > 


3!) i 


ro>+i) 


\p+<j~n- hi) 




nnd wenn man beiderscits dnreh o dividirt und znr Grenze fur unendlieh abnebmendc o iibergebt, so erliiilt 
man daraus in deni Fallc, dass p—n koine ganze negative Zalil ist: 

Z. n . 7 N r I (/>+ 1) c) 1( W-f-1) "1 , 

J) (z —= - -- /(C—fl) 4- „ =——-77 \b— a)**-* 

7 y Liu>—w+i) * ; c^r^— n+i)v 

real (^ + 1)>0;/?—w keine ganze negative Zalil. 


\ 40i 


1 st p — n eine ganze negative Zalil, so gilt dieses Kesultat niclit mclir. 1 in aucb fiir diesen Fall die 
betreffeude Formel zu cntwickeln, sei n—p = v ganz uml positiv; danu ist 

If f-f p l (~-<0 = D‘ +r (z-a)i't(z-a) = ]f j) p (p—ttyi(i—a) 

a a a a 

und man findet zuniicbst auf demselben Wege wie vorliin 


Nun ist bckanntlicli 

Ir-TTwl =cr u ,+n + r'o.+i), 

f d a 1 (oH- 1) ' (5=o, 

wo C die EulcFscbe Constante ist, namlieli 

C— 0*57721 56G49 . . . . ; 

wir haben daber 


(t=0) 


If 0 -«)* / (~-«) = r + 1 ) r c+i o-a)] + Y{p + 1 ), 


real Q;+ 1)>0 


und durcb v-malige Diffcrenziatiou nacli z 


jy ,+ ‘ (z-«yi(z-u) = (-I)- 1 real 0 ,+ 0 > o. 


41) 


42) 
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Selbstverstandlich Iiattc man die Gleichungen 40), 41) nnd 42) auch dureb directc Auswerthung dcs 
Delinitionsintegralcs 20) crlialten kbnnen, nnr ist die Redlining nidit so ciuiacli. Audi die Derivation von 
(~—o) p [l{z — a)] 1J liisst si(4i aus dcr Glcichnng 38) vollstamlig cntwickcln, indem man beiderseits v-mal nadi 
p differenzirt mid linker Hand die Differenziation unter deni Derivationszeichcn vorniinmt. 

Uutcrwirft man in 38) p speeiell dcr Rcdiiigung 

p — n — It — 1, 

wo It cine gauze positive Zahl ist, die klcincr als real n sein muss, so ergibt sieh, da die reebte Seitc ver- 
schwindet: 

j) n (z—a)*- h - 1 = 0 . 

a 

Hicr kann It also die Wcrthe anndnncn 

// = 0,1,2, . .v— l,v<rcal/i, 

wall rend v + 1 > real ist. Multiplieirt man nun die vorsteliende Gleicluing in it einer beliebigen Constanten 
c h nnd snnimirt fur a lie zuliissigcn Wcrthe von It , so ist 

1) a)”“ a +c 2 (^—o)"~ 3 -b . . . + c\ (z — ~o. 

a 

Die unter dem Derivationszeichcn stehende Function mogc mit ^(*, n) bezeiebnet werden, also 

43) <KvO = <‘oO-") M_1 + c i(~—'fO“ _s + c s('— 1 n) a ~ :i + ■ ■ ■ +C,(z —«)" 

dann lautet die vorliergeliende Glcichnng 

44) J) 11 ^ (c, n) = 0 v -t~1 real a > v > 0. 

a 

Die dnrdi 43) detinirte Function u) mbgc complcinentiirc Function genannt werden, nnd ilire 
Kigcnscliaft wird durcli die Glcichnng 44) ausgedriickt. 

Wir wollcn jetzt zeigen, dass ^ (z,n) aueli die eiuzige Function ist, dcr die Eigcnschaft 44) zukonimt. 
Zu dicsem Zwecke sneben wir alle Functioncn, wclcbe die Gleicluing 

I) n H~>») =0 

a 

befriedigen. Ist v eine gauze positive, sonst aber vorliinfig nocli beliebige Zahl, so kann man diesc Gleicluing 
anch schrciben 

j/ +t b"~~' 

a a 

nnd daraus folgt umnittelbar 

jy-’- 1 1(2,>/) = + a) + c 2 , (z—u) t + . . . +c , v (z—<n' / , 

a 

wo die Constanten d bcliebig sind. Da mm die reebte Seitc dcrivirbar ist, so kann man zur Hestimimmg von 
(-, n) aus dicser Gleichung die Fundamentalcigenseliaft 111 anwenden, niimlich: 

w,») = b~' ,+v+l 

a a 

= j ) -^ i le a '+c l '(z-a)+cp,-ay^. . . +c>(z- a y}, 
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und wenn man gliedweise dcrivirt mid dabei die Fonneln 38) und 39) anwemlet, 






1 .2.c./ 
1X2 + /!—,) 


(c-ffi ’ 1 -'+' • 


1.2. 


. V. c/ 


•'(«) 


(s—rt'r 


die bislicr beliebige gauze positive Zalil v bcstimmt sich durcii die Beinerkung, dass derivirbar sein 

muss; dies ist der Fall, wenn real (?;—v)>0 ist. Amlert man noeli die Constanten c' } so w ild diese Gleicliung 
identiseb mit 43). Hiemit ist also bewiesen, dass die dureli 43) detiuirte eomplemcntare Function >/) in 
der That die einzige ist ; die der Gleicliung 44) geniigt. 


3. 


Wir wollen jetzt die Zerlegungstheoreme entwickeln. 

Es sei 

ft?) = ?i (»)+?*<*)+ • • •+?*(*); 
danu ist nach der Dcfinitionsgleieliuug 29) zunitclist: 


f,” f ( „\ _ i' ("+ 1 ) ( v*i | O+?t(0+ • • • + ?/■ (0 

U a /Vj “ 2 in J (t-z)"+ l 


dt 


oder aueli 


f ?i(t) „ r («+ 2 ) (' hO lh . , r (' l+1 ) f fktfidt . 


mitliin ist 


z>" +?*(-)+• • •+?*(-)! -1)" ?i{ z )+b n • • •+i) n ?*(.*)> 


45) 
• ?>• 


vorausgesctzt, dass sowohl die Summe + . . -f-y A als aucb die einzelncn Funetionen • 

derivirbar sind. 

Der Satz 45) gilt aucb fur cine unendliclie Reihe, wenn der Integrationsweg K z ganz innerhalb Hires 
Convergenzbereiehes liegt. 

Ein speeieller Fall von 45) ist aueli die Gleicliung 


If ‘ c+ 'r~)\ - r(i-«)(^j= + f '‘ (z) ’ 


46) 


wobei die Constante c naeli Formcl 39) derivirt wurde. 

Ferner crhalt man aus der Definitionsgleiebnng 29) fur 

ft?) = c.f(s) 

unmittelbar 

j? c - ? (~) = c b n ?(-)• 

a a 

ft?) = ?l 00 •?*(») 


47 ) 


Fill* die Function 

gibt die Definitionsgleiebnng zimaekst 


n* „ M M _ I \«+ 1 ) f fi(0vt(0 dt 


A', 
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und liicr konnen verscliiedene Entwieklungen Platz greifen. 1st cine dcr Functionen y, etwa y, synectiscli 
inncrlialb cincs inn z gcsehlagcnen Kreises, dcr den Punkt a einschliesst, so liisst sic sicli in die Taylor’selie 
Ueilie entwickeln, nftmlich 


f, (0 = !>,(-)+ - f ~ /, (-*1+ ", .f <(-) + 




h! 


Die Substitution gibt nun 


,/r 



Nun ist aber 



und die vorletzte Gleichnng gibt daker 


48 ) Z)*? t (?)■¥,& = & 


v rfw // ?.w+ ski®) 


D H -\*0) + 


und diese Entwicklung* ist solangc giltig, als c dcr Mittclpunkt eines o uuiscldiessenden Convcrgcnzkreiscs 
ist, inncrlialb dcssen y,(/) convergirb 

Ans 48) wird, wean man y z (z) = 1 aunimmt, nacli ciuigcr Reduction, und wenn man znm Sclilusse 
f statt yj schreibt: 


49) 



1 1 

i'(— «)’(*—«)“ 


M_A£),£r^ 

>/ — 1 1 


ro) 

m— y' i-2 


/ 

i 


Die.se Entwicklung dcr Derivation ist somit an die lledingung gcknlipft, dass z der Mittclpunkt cincs 
a nniscblicssendcn Convergenzkreises ist. 

Nimnit man in 48) ctwas allgcmciner *>,(*) = e z) und o 2 (~) = (c— a) 1 ’, wo real (p + 1)>0 seiu muss, 
so erhiilt man eben so leiebt 


50 ) If ( z —“) p ?(z) 

a 


i’G>+0 
•’O'-w + lj 




}?(-) + 


— 1 


-« n(n— \)f(z) (z—aY 

1 \p — n+ 1 ) {p — 1*2 


ancli hicr nmss 2 dcr Mittclpunkt eines a utnscliliessenden Convergenzkreises sein, inncrlialb (lessen y(t) 
synectiscli blcibt. 

Sind beidc Functionen y { und <p 2 iunerlialb des erwahnten Krcises syneetiscli, so kann man setzeu 





0 <1 


und die Entwiekluiu 


51) 


des Curvenintegrales gibt 




l) n ?tG) •'*(*) - ^ [’(/,+ /.— n+l) 




Die Derivation eines Produetes zweier Functionen liisst sieh also daun in cine Doppelstmime entwiekeln. 
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1st von den bciden Funotionen y, mid y 2 cine, ctwa y 1? syncotisch inncrhalb ciiics uni r* gcsclilasycnen 
lind ^ cinscblicssenden Kreises, so liisst sie sich in die Tay lor’sclie Reihc 


f—a 




1-2 




entwickeln, mid man crlialt dann 


oder ancli 


jjfitdft (~) = 



_ v ?i w (") 


D n ?&)•*(?)= X+fF IT i?- 




Die Derivation redder Hand liisst sieli naeli 50) weitcr entwickeln, wenn o 2 (V) inncrli:ill» vines uni ; 
geselilagcucn nnd « einsebliessenden Kreises syncetiscli bleibt; dann wil'd niinilieli 


if ?l (c) . ?2 u) -y\i 

a !’(/*+£—« + 1) (c—(/)»-*-* 


rv> 




Ini speeiellcu Falle u, (?) = 1 nnd o 2 (~) = f(z) crliiilt man daraus die Entwieklnng 49), wiilirend der 
Fall -j 2 (z) = 1 nnd o,(r) = f(z) anf die Gleiclinng fiilirt 


if f(p) 


j_ _2 

r (i —>0 ’ (-—«)" 




(~—<0 + 


/» 

(l-«) (2-«) 


(-—« 



53) 


worin also « der Mittclpnnkt ciiics j cinscliliessendcn Convergenzkreises fiir /■(/) sein muss. Diesc Enfwick- 
lnng 53) isf glciclisam das Gegenstiick zn 49). 

Sind endlieb beide Fnnctioncn o, nnd syneetiseli iniicrlialb eines nm a gescldagencn nnd c einselilies- 
senden Kreises, so dass man die Taylor’sclic Entwicklung 





0 0 


benlitzcn kann, so wird man anf die Form cl gcfiihrt: 


if ? \~) 


= \ 





!'(//+/.•—« + l) (z—a) n - , ‘ k 


54) 


wclclie das Gegciisfiiek zn 51) abgibt. 

Glciebniigen diescr Art flibren zn intcrcssanfcn Relationen, wie das lolgcndc Beispiel zeigt. Entwiekclt 
man niinilieli die Derivation von c- naeb den bciden Eonnclu 49) nnd 53). so crliiilt man beziclmngswcise 




1 1 z—a 1 (^-o) 2 


)i)\z —<*)’“ )n > 1 — r 1 + II— 2‘ 1-2 


If e = 


, z—a ( z—a ) 2 

1 + , + „ S-rf-r + 


l\l—«) (♦-")’* ( 1 ~n (I—m)(2—m) 
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wel(*lic Glcicliungcn fin* jedcs emlliclic a und n gclten. Setzt man die reehten Scitcn cinamlcr glcicli, und 
(Iann a — 0, so erhiilt man folgcnde Darstcllinig von ar 

1 0 __ 

n n(n —])"*"«(«—!)(/*— 2) n{n — 1)(» —2)(»— 3) + 

“ 1 s £ 2 r 5 

H ~l).l + (/i—2). 1.2 (M— 3).1.2.3 + • ' ' 

und diese Gleiehung gilt fiir jedcs n, ausgenommen, dass n cine gauze positive Zaid ist ? denn e.s wurdc ini 
Ziihler mid Nenncr der Factor F( — n) wcggclassen. 


4. 


Wir wollen jetzt alle auf Doppclderivationcn bcziigliehe Siitzc cntwickeln und ziisammenstcllcn, 
Znniiehst folgt aus 31) I dureli successive Differentiation 

^ a a 

wclchc Gleiehung wir sclirciben wollen : 

55) J) If f(z) = /)” f ” f(z) 


und im Vorhcrgclicndcn selion einige Male beniitzt habeu. llicbci ist n cine beliebige und v einc gauze 
positive Zalil. 

Desgleichen erliiilt man durch successive Beniitzung der Fundamcntaleigcnschaft 31) III: 


56) 


if h D" h -' if h 


• ir ir f(~) = f(z), 


wclcbc Gleiehung giltig ist unter den Bedingungcn 

( Liin[(/—«)'-"'/’(#)] o) = 0; Lim [(< a ) 1 ~"' - '' s /’(0]f,= a ) = 0; • . • • 

5 b a)' 

l ... * • * * AO] ( , =a) = 0; 

mir n h ist noch beliebig. Wir werden im folgcndcn Paragraplicn die Darstcllinig der Derivation durch ein 
best im m tes Integral ken non lernen; die Gleiehung 56) entbiilt clann cine Reduction cincs Zr-fachcn Integrales 
auf ein eiufaclics, welches Rcsnltnt si eh im Wcscutlichen schon bci Liouvillc findet. 

Ein spccieller Fall von 56) ist die folgendc Gleiehung 


57) ir" if m = a~r Um (< „,= 0 

a a 

Schrcibt man diese Glcicliungcn in der Form 

J) n F{z,n) = fiz), 

a 

so kann sie dazu dicneu, aus eincr gegebeneu Derivation F(z,n) = J) n f(s) die Function f(z) selbst zu 

a 

findcMi, nnr muss n der Zusatzbcdingung 57) genugen, odcr was dassclbc ist ? F(z,n) muss dcrivirbar sein, 
d. h. cs muss 


Lim[(<— a)F(f.,n)] {l=a} = 0 
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stattfinden. Fur den allgcineinercn Fall, dass aus eincr nielit derivirbaren Derivation F(z } n) die urspriing- 
liclic Function f{z) licrgelcitct werden soil, wo also die Gleicluing 




58) 


nach f(z) aufznloscn ist, bestimme man znerst cine gauze positive Zalil v, welelic die Gleicluing 

Lim[C—rt)'+ 2 7''C ; »)](,=<,)= 0 Wt) 

erfiillt. Fine solclic Bcstiinuning ist immer nibglieb, denn diese Bedingnng heisst in anderen Zeiclien 

Li.n[(<-«)—+Y(01 (( „ ) =O, 

wonacli also wegen der Dcrivirbarkcit von f(t) v so angcnomincn werden kann, dass die 1 ngleicluing 

v+ 1 ^ real n >v 

bestelit. Die aufzuldsende Gleicluing 58) liisst sieli nun sehreiben 






nnd damns folgt dnreli (v+l)-maligc Integration bei beliebiger unterer Grenzc — zwisclien a und cr ist F(s.n) 
der Annalinie uacli nielit integrirbar — 

/’(-) = J y+t F(? 9 i?)ch' i + l +c (i + c l (z— a) + c 2 (z —a) 2 -t- . . — a\*. 

a ,) 


Jetzt ist die rechte Seitc derivirbar, denn es ist wegen 59) 

Lim [(t-a) j"' +, C(^;iV^' + , ] ( ^ a) = 0, 


und die Anwcudung von 57) auf die vorletzte Gleicliung gibt 


/'(-) = i)-* + ' +t j'‘* l F(z,n)'J S '+'+}(:,») j 00) 

v +1 real n > v, 

wobci ^(£ ; ») die complenienfare Function ist. 

Die Forrnel 57) koinint in Form ciues Doppcliutcgrales selion in eincr Abliandlung von Abel vor 
(Crclle's Journal 1.), dcr sic zur Lnsung ciuer dynamisclien Aufgabc beiiiitzt. 

Behais eincr weiteren Entwicklung gehen wir von dcr Gleicliung 13) aus, welelic lautet: 

iv*+i) c fit)dt _ r(»+1) r m<u ao* 

2/tt J (/ — ~~ 2/;: (/— ^) 7i+1 + F( — /Oj — t) n + 1 ’ 


imd worin ein gewolinlieher Punkt fur /*(£) ist. Wir schrcibeu diese Gleichung zuniichst in der Form 


urm=n a m + 


1 r f(t)dt 


und bcliandcln die reelifer Ilaud vorkormnende Derivation 


01 ) 


jfm 
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Wir schlagen uni s eineu Convergenzkreis von f(t) init dem Radius R , vcrlcgen b in die Peripherie 
dcssolben und uelnnen ihn als Tntcgrntionsweg KL an. Dann haben wir zu setzen 

t — z -f R e* ? ; b — z-\-R e 1 '*' ; (It = iR e’ f ? d y , 

so dass naeli y zwisclien den Grenzcn y t und y t -f-2;r zu integriren ist. Es wird dann 

?i+ 2 * 


///•(*) = 


r(«+i) 


J f(z-\rlie?*)e~~' n "uh?. 


Einc partielle Integration gibt weiter nnter Beaelitung von lie 1 to ' +it) = z—b 

?•+*- 


B m = r. 


1 f(b) F(h) 


f. + -Ay.!!, f f(z-hiU"f)p. *> 

* ]\1—«) (*—i&)* 2r.U"-\) 1 K y ’ 


o<ler, wie cin Blick auf die vorlicrgehcnde Gleieliung lelu t 

iffV = >vh- ) -^ly + i>'' "ro). 

wclehe Gleiclinngen znmichst nnr fllr den Fall bewiesen ist, dass die untere Grcnzc b im Convergenzkrcise 
von f\t) liegt. Man kann sic aber leieht verallgenieinern. Driiekt man mimlich die beiden liier vorkoinmcndon 
Derivationen 


nadi Gl) (lurch die Derivationen 


if f& 


ifM 


if-'m 

b 


B* V’C*) 


ans ? so erhiilt man 


f /L ' J (,/-=) 


' rn*, = jy Voi— 

_-Vt+1 r 1 ' IV 


1 


/ 1 -. \ *1 n I ^ / 


Aft) 


r(i—«’) J (t —^) n r(i— n) (z—by 


Wir miissen nun f(rt) endlieh voraussetzen, weil im Gcgenfallc f{z) nielit dcrivirbar ware*, thun wir das, 

n 1 

so gibt cine partielle Integration des Integrates reebter Hand und nnter Beaelitung von — 


r(i-») i\-»o 


02 ) 


TfM=r 


1 


fid) 


v: + Tf 'W- 


i'(i — “) (--V 


Die obige Gleieliung gilt somit aueli fllr solclie untere Grenzcn, die ausscrhalb des Convcrgenzkvciscs 
liegen. 

Diese wielitigc Gleieliung, die sieb zuerst bci Hcrrn A. Grlinwald findet, liisst sich aueli auf folgcndc 
Weise selir einfaeli herleiten: 

Es ist znfolgc der Fiindanientaleigeuscliaft. 31) III 

if d '/■'(*)■= R-'nf, 

a v (i 

wcmi f l {£) dcrivirbar ist. Wegen 

B~' = | = fif-ff) 

a * ' 
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kami lmm (lafiir schreiben 


D*M=jj n a«)+ //"' f\'), 


und wcun man die Coustante f(<t) nacb 39) derivirt, crbalt man unmittclbar G2). 

Sctzen wir f (</), / v (a), /"(")? * • / (v "' I, ( r/ ) cndlich voraus, so gibt cine v-maligc Anwcmlung dor 
Glci cluing (52) 


7) Vo) 


i 


f(«) 




1 


/» 


T(1— a) (c—o) w 1\2—//) (s—o) n ~ 1 

, i r-'v) 

■ r(v—«) (s— 


l f"{„) 

' «)"“ 

if 


-t- 


03) 


Ersctzt man in dieser Glcicliung n (lurch n + v und f ( ‘ (») dnrch Jj‘ f(z\ so kaun man sic auehschrcibeu 

fi 


If I) t\~) = I)" + ‘M - 


1 /'(«) _ i _/00 

r(l — 11 — v ) (s— «■ “+' r12—/< — y )\; — (()"+ v_1 

_ f fffff . 

r(— u) (z — 5 


iind in dieser Form zeigt sic, class die Derivationeu 


If iff® if +J /’(-) = Jf Jf t\~) 


04) 


ini Allgemcinen von einamler vcrscliicdcn sind. 

Liisst man in G2) die gauze positive Zalil v unendlieb waelisen, so muss, damit die entsteliende unend 
liclic Kcilie eonvergire, a als Mittelpnukt cincs, z umscldicssemlen, Couvcrgcnzkreiscs von /'(/) angcnoinuicn 
werden; man erluilt dann genau die Keikc 53), nnd nntcr dieser Bedingung fiir a und z ist aueli 

Eiml "if V'0)1 =U, 

L « V - CO) 


well ja tier Rest dcr Keilie vcrsclnvinden muss, wenn sie coiivcrgirt. 


Wir gelien nun zur Darstellung der Derivation dureli ein bestinnntes Integral iiber, wozn wir die 
Gleiebung Gl) beniitzen werden. Dasclbst ist h ein gcwblmlieber Tunkt der Function /'(/) und wenn wir ilm 
naeh z riiekcn lasscn, so wird 


If M = Lim 



i fm 

!’(-«).) (r—t) H+l 

a 


Nun lautet die Gleicbnng 33), wenn man b statt a sehrcibt 


Lim 



1 

F(1 —n) 


Lim [<c—)| (4 


Da nun, wie enviihnt, b cin gewolinlielicr Punkt fiir f\f) ist, so versebwindet dieser Grenzwcrtb, wenn 
real //<0 angenommeu wird; dann gibt die vorletztc Gleiclmiig 




a 


A t)'H 

— ))’<+' ' 


05) 


real n <■ (.) 
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mid liicniit ist die Derivation (lurch cin best ini mtes Integral dargestcllt, wenn real n negativ ist. Der Intc- 
grationsweg von a bis z bmuclit iin Allgcmeinen uieht geradliuig zu sein, darf jedoeli keinen Ausnahme- 
punkt von f(t) durch- oder unilaulcn. 

Um auch tiir einen bclicbigen Index m eine analoge Dnrstellung zu gewinnen, zerlegen wir m in n- f-v 7 
wo n von dcrsclbcn Beschaffeiilieit ist, ; xyie in 65) and v ganz and positiv oder auch Null ist. Dann ist 


66 ) 




i f my 

r( —>/) 3c v ) {z — t) n + l 

a 


real n < 0. 


Diese Gleielningen 65) and 66) sind ebenso allgemein als die Definitionsgleichnng 29) selbst, insofern 
niindicli auch liier f[t) keiner weitern Bedingung zu unterliegen braucht, als der Bediugung der Derivirbarkcit 
60). Sic komuicn auch bci Ilerrn A. Griinwald in seiner zweiten Abhandlung so zu sagen als Definitions- 
gleiehungeu vor, nur ist dabei n unnbthiger Weise auf die Bedingung real — 1 beschriinkt. 

AN ir wollen noeh angebcu, wic man die Gleicliung 57) des vorigen Paragrapheu mit Hilfe dieser Integral- 
darstellnngen gestalten kann. Es sei 

— 1 < real n < 0. 


Dann ist die dortige Znsatzbedingung gewiss erfiillt, wir brauelien also auf sie niclit weitcr Riieksicht 
zn nclnnen, und die erste auszufiilireude Derivation litsst sieli unmittelbar (lurch das Integral 65) ausdriickcn. 
Man hat dann 


M = 


!'(-«) 


D~ 




Da f{z) dcrivirbar ist, so kann man diese Gleiehung einnial zwisehen den Greuzeu a und z integriren 
und reehter Hand die Integration im Index der Derivation anzeigen, namtieh 


f = 


1 A-n-l r 

r (— n )a J ('—0’ , + ‘ 

a 


nun ist aber wegen —Icrcal^cO auch —l<real(—1—^)<0 ; daher ist auch die and ere Derivation 
durch das Integral 65) darstcllbar; sehreibt man im ersten lntegrale als Integrationsvariabele u ; im zweiten 
dagegen t y so hat man 



1 1 r dt r f(it) tin 

*'(—«) *'(!+«) J (t—H) n+> ’ 

a a 


oder f(z) fiir f(z) gesehrieben 
67) f(z)—f(a)= — 


sin nr. f dt 

~ J 0-0"" 

a 


r f (m du 

J (t— 


was die erwsihntc Abel’sche Gleiehung ist. 


— I < real;; < 0 


III. 

Die untere Grenze liegt im Unendlichen. 

l. 

Wir wollen jetzt knrz nocli die Derivation mit uuendliehcr untercr Grenze befraclitcu, weil einerseits 
dieser Fall historiscb den Ausgangspuukt dieses Calcnls bildefe, und die Resultatc sicb in der That haufig 
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selir einfach gestalten, nnd weil aiulercrseits diese Derivation eine etwas abweiehende Behandlung verlangt 
nnd einigc der bisherigen Siitzc gewisse Modifieationen erleideu. 

Es bezeichne w eine reelle positive nuendlicli waehseude Grosse; sei fcrncr zur Abkiirzung der Kiehtnngs- 
eoeffizient “ £ gesetzt, dann sagt die Glciehung 

a ~ i .(X) 


aus, dass die not ere Grenze a der Derivation im Unendlicben liegt nnd zwar in einer Richtung, die mit der 
Richtung der Aehse der positiven reellen Zalilen den Winkel einsehliesst, Der Integrationsweg K z des 
Definitionsintegrales 29) wird nnu zu einer nnendlicli langen Seblinge, die ans dem Unendlicben in der 
Richtung £ konimend, den Pnnkt z mit Ansschluss aller Ausnalnnepunfete der Function f(t) cinraal im posi¬ 
tiven Sinne nmlauft mid wiedcr in derselhen Richtung £ ins Unendliche zuriickkebrt. Wir vvolleu diesen 
Integrationsweg mit 12. bezeichnen. Somit bat man zuuaehst die Gleieliung 


Tf fir) = 


2 in J 

a. 


fV)dt 
(t — z) n + x 


68 ) 


Es fragt sieli aber, ob nnd wann die so definirte Derivation eiueu bestimmten endlicben Werth besitzt. 
Hat man von einer gegebenen Function f(z) die Derivation fiir die endliche uutere Grenze a gebildet, nnd 
eonvcrgirt diese Derivation fiir a = £oj zu einer bestimmten endlicben Grenze, dann, aber ancb nur dann, 
wird das Curvenintegral in 68) eineu bestimmten endlicben Werth bcsitzen: dann, nnd nnr dann, kann man 
also von einer Derivation mit unendlieher unterer Grenze sprecbeu. Wir wollen nun seben, wann dieses 
eintritt. Die Gleieliung 61) liefert uns fiir a — so) nnd b als gewohnlicben Pnnkt der Function vorausgesetzt 


_> 


BU) 



D'm = D'n*)+ 




(t 


Die rechtcr Hand vorkommende Derivation ist nun stets endlieh, so lange b im Endlicben liegt; dalier 
hiiugt die Endliebkeit der linker Hand stebenden Derivation mit der unendlicben Grenze £oj ab von der 
Endlicbkeit des Ausdruckes 


r _ i r m<u 

- r(—«)J (s-ty+ 1 ’ 

e oj 


70) 


worin b eiu gewohnlielier Pnnkt der Function f(t ) ist nnd der Integrationsweg £o)...b keinen Ausnahme- 
punkt dureli- oder nmlauft. Wir liaben somit den Satz: 

„Die Derivation mit unendlieher unterer Grenze cxistirt dann nnd nur dann, wenn der Ansdrnek 
T endlieh ist. ; * 

Es liisst sicb zwar kein allgemeines, aus der Beschaffenheit der Function f(j) abgeleitctes Griterinni 
♦anfstellen, mittelst dessen man in alien Fallen entsclieiden kbnnte, ob der Ausdruck T endlieh ist oder uieht, 
wold aber liisst sicb eine liinreichende Bedinguug dafiir angeben, namlicli: 

„Fiir solelie w, welcbe der Gleieliung 

0 71) 

geniigen, ist T, nnd somit aueh die Derivation mit unendlieher unter Grenze soj, stets endlieh . u 

Man sielit selion hieraus, dass nieht fiirjedes n eine solelie Derivation existiren wird, nnd das ist eiu 
wesentlieher Unterscbied zwiseben einer Derivation, deren nntere Grenze endlieh ist nnd einer solelien, deren 
uutere Grenze unendlieh gross ist. Wall rend jene Derivation fiir allc u endlieh ist, wenn f{t) der einfachen 
Bedinguug 30) geniigt, bat man bier fiir jeden speeielleu Fall aus 70) £ nnd n so zu bestiinmen, dass der 
Ansdrnek T endlieh bleibt nnd nur fiir solelie £ nnd n ist dann die Derivation mit unendlieher unterer Greuze 
endlieh. 
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Anton Krug , 


Weitcr sielit man leiclit folgenden Satz ein: 

,,Ist die Derivation 

h n f{z) 

C CO 

endlich, so ist auch stets die folgende endlieb, 

b n 'm 

«U) 

wenn real n f > real n. u 

Denn in der That folgt ans der Endliehkeit des Ansdruckes 

_ 1 _ r f(t)dt 

— n ) J ( z — £) n+l 

*<JD 

sogleieh anch (lie Endliehkeit des Ansdruckes 

1 r mdt 

r(— n')) (z— 1)"'+' ’ 

eio 

namentliehj wenn man sich den willkiirliclicn Pnnkt b so gewahlt denkt, das langs des ganzen Integrations- 
weges so)...!* stets mod (z — /)>1 ausfallt. 

Ein speeieller Fall von diesem Satze ist die Bemerkung, dass man die Gleiebuug (38), wenn sie fur 
irgend ein n nnd e besteht, beiderseits naeh z differenziren nnd reebter Hand diese Operation nnter dera 
Integralzeieken vornebmen darf, man erlialt dann 

lb” m = b n+i m, 

e to e to 

was niebts Anderes ist, als die Fnndamentalcigenschaft 31) I, die somit aneb nocb fill* unendlieb grosse nntere 
Grenzen gewabrt bleibt, wenn iiberbaupt die Derivation J) n f (z) existirt. 


2 . 

Bevor wir einen diese Derivationen mit nnendlieber nnterer Grenze betreffenden wichtigen Satz 
entwiekelu, lodge es gestattet sein, einige einfaebe Beispiele zn gebem 

«) f( z ) = !• 

Hiezn liefert 39) sofort 

72) J) n (1) = 0; real» > 0 

€ «0 

der Riehtungseoefficient £ ist willkiirlieli; fiir andere n existirt diese Derivation uicht. 

p) /■(*) = o—< ; ) ;> - 

Die notbwendige nnd binreicbende Bedingnng fill* die Endliehkeit von T in 70) lautet bier real (p—n)< 0, 
wahrend £ beliebig bleibt. Diese Bedingnng fiir p nnd n muss also als erfiillt voransgesetzt werdem 

Belinfs Entwieklung der Derivation unterscheiden wir zwei Falle nnd fiir jeden dieser Falle mag die 
Metbode cine andere sein. 

Erster Fall: real Q;-f-l)>0, nnd daber nm so mchr real (/*-f 1):>0> 

Hier beniitzen wir die Gleiehung 68) mid zerlegen den Integrationsweg ft. in folgende vier Tlieile: 

1. in die geradlinige Streeke soj. . . c; 






Theorie der Derivatiomen . 


179 


2. in den imemllich kleinen uni r geschlagenen Kreis r 0 , der im negativen Siune dnroblaufen 
werden soil; 

3. in die geradlinige Strecke c. . .£w; 

4. in den nnendlich grosseu mn ^ geschlagenen Kreis. 


Wegen real (/>-*■ 1 ) versehwindet das Kreisintegral, dessen lutegrntiouswcg c 0 ist, and wegeu real 
(p — n) < 0 verscbwindct aiicli das unter 4. augegebene Kreisintegral and cs bleibt 


D"(z-cy= 


r(»+l) r ( 7 — 

“J (^^ +1 


9; r 


c tu 

2 * J (<—*)»+« 


— — e~*p* 


sin /) 7 r 


-r(«+i)J 


(t—c)*dt 
(t — z) n+l 


C 


Dureh Substitution von t — c+ex] dt = sdj? and Anwendung einer bekannten Integralfonnel erbalt 

man daraus # 

2L„ / N P (w—, v real (w — < 0 

74 (z—cV — e~' n * — - 7 —V (-—cV"". u ' 

ti 1X—i J ) real O+l) >0. 

Zweiter Fall: real >^<0; and daber nmsoniebr real 

Hier kbnnen wir 09) amvenden and b nach 2 rtiekeu lassen, wodurcb die Derivation reehter Hand ver- 
schwindet, es bleibt soinit 


-Ln * % 1 r (t—c) p dt 


Die Substitution t z + zx\ dt = edx gibt 

* » , F(«—n) , v real ( p — n) < 0 

D (*-*)* = e~' n * • ^ A 

ca> 1 \—P) real // < 0 

welcbes llesultat geuau mit dem obigen iibereinstimint , so dass man ftir beide Fiille hat: 

jf {z—cy — c- <n * {z — c ) p ~ n - real o — n ) < 

Ftir p — 0 erbalt man kieraus die Gleiclmng 72). Die Differentiation nacb p gibt 

*, N 7/ rl v (— p)V(u-p) r'(n — p) V(n — p) ^ 

D n (*-cyK*-<-) = e —[ 

real (p — n) < 0; p keine gauze positive Zahk 
1st aber p gleicli Null oder eiue gauze positive Zabl, so findet man 

jf (z- c yi{z—c) = (— !)*+' e~ inn V(n—p)r(p + l){z—c)*- n 

etu 

real (p — ») < 0; = 0, 1, 2, 3,. 

Aus 73) kanu mau leicbt cine eomplementare Function •p l (z,/i) ableiten, ftir welelie 

// *|(V')=0, 

e tu 

namlicb 

e+c r ’ 2 + . . . -fCvtr' 1 ; v-pl > real«>v. 

‘J3* 


73) 


74) 


75) 


76) 

77) 
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Anton Krug , 


Mail iiberzeugt sicb aucli bier leicbt, class die einzige eoinplementiire Function ist, wenn die 

Derivation cine uneiicUieb grosse unteve Greuze bat. Die coinplenieiitiireu Functioneu * n 43) und 

i p t (z } n) in 77) konnen zu eiuander in die Beziehung 


<p,(z,n) 


= ( z — a )’*- 1 '- 1 


gebracbt werden. 

v) fi?) — •** 

wo c eine beliebige eomplexe Const,ante ist. Die Bedinguug flir die Endlicbkeit der Derivation findet sicb aus 
70) namlieb 

entweder n beliebig; realce<0 


Oder real n > —1; real ce = 0. 


Fiir beide Fiille ergibt sieli die Entw'cklung der Derivation leicbt aas 69), weim man zucrst real n < 0 
voraussetzt und b nacb z rlicken lasst. Man erbiilt dann, da die Derivation reebter Hand versebwiudet: 


** 1 r 


Dieses Resultat gilt nun aucli fiir solcbe n y dereu reeller Tbeil positiv ist, wie man dureli Differentiation 
leicbt findet, man bat also 

78) Jf e c: — c n e ez real cz<C 0; n beliebig 

• OJ 

und 

z 

79) Jj l e cz — c n e e \ real cs z= 0; real n > — 1 


Die merkwiirdige und lioebst einfaelie Forrnel 78), welebe fiir alle n gilt, wurde von Liouville zum 
Ausgangspunkte seiner diesbezligliclien Uutersucbungen venvendet; Bucliwaldt dagegen beniitzt die beiden 
Formeln 38) und 73). 

Driiekt man die Derivation linker Hand in 78) dureli das zugeborige Curvenintegral 68) aus, so ist bei 
uingekelirter Anordnuug der Sclireibweise 


c n e ez 


T{n+l) f e ct dt 
~2irz l(t-z) n + { ' 


Fiir t =z + u,dt = du fiillt e cz beraus, das Ubrige lasst sieli dann fiir c = 1 und e =— 1 so sehreiben: 


80) 


1 1 f # j 

r(«+i) “ 2 i ~l„ “* +1 ’ 


wobei jetzt der Integrationsweg H 0 von a ■=. — oo aus den Nnllpunkt einnial ini positiven Sinne zu umlaufen 
und wieder nacli a ~— CO zuriick/nkebreii bat. Die Potenz ist dabei so zu nelimen, dass 1”+' = 1 ist. 
Die vorstebende detaining kann zur Definition der Function V beniitzt werden und kommt mit der bekannteii 
Definition durck das unendlicbe Product vollstamlig uberein. ^Bigler, C re lie's Journal 102.) 
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o) f(z) — cos cz und f(z) — sin cz. 

Driickt man diesc Funetionen (lurch die Exponentielle aus 7 so crliiilt man leicht miter Amveiulung 
von 7D) 


3 U JT 

Jj cos cz — c n eos(c^-p ) real ice 0; real n > — 1 

£ (JD 


81) 


*n . . / // TC . 

J) sin cz — c n sin (ez+ ) 

e (u 


real /cs = 0, real n > —1. 


82) 


3. 


Die Derivation mit der unendlichen unteren Greuze eo) Uisst sieli dureli cine lineare Substitution in eine 
Derivation mit der endlielien unteren Greuze a transfonniren. Zu diesem Zwccke fuliren wir in der 
Gleielmng G8) 


D n m = 


r ( /<+i ) r /v)' // 

2in iM-*) n+ ' 


redder Hand die Substitution ein 


t 



(It 


i 


und bemerken, dass zuni Werthe t = sw der AVertli r =: a gelibrt, wobei jedoeli r sieli so an o anzniiahern 
hat, dass 

Lim e (r —<*) fill* r =r reel! und positiv 


bleibt; einem ciniiialigcu Umlaule von / inn z im positiven Sinne cntspriclit dann ebenfalls ein einmaliger 
Umlauf von r uni C im positiven Sinne; der Integrationsweg der neuen Variabelen r wird endlieli ebenso- 

weuig Ausualmiepunkte der Function - dureli oder nmlaiifeu, und dieser Integrationsweg wird daker 

wie frtilier mit A' c zu bezeiebnen sein. Naeli diesen Benierkungen ist 


rfu+i) 

in d ( r — 


If m = dydJ - — 


oder 


// m = (<-«V+‘ Z>" ($-«)"' J 


8 :;) 


woinit die in Aussielit gestellte Transformation bewerkstelligt ist. Die reebter Hand steliende Derivation hat 
naeli 30) einen endlielien Wertli , weun 


Lim 






— o 


(t= a) 


ist, welehe Bedingung man wegen der erwabnten Abnahme von r —o aueb sehreiben kann 


Liin 


/XM 

OJ” 


— (I 
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wodurcli wir auf die Bedingung 71) ziulickgekommen sind. Fiir a =0 und gauze positive n wird die Form el 
8d), went) mail uocli f(^j — f(0 setzt, mit der von 8. Spitzer in dessen „Studien iiber die Integration 
linearer Differentialgleichungen" (Wien 1860) angegebeneu 

( 4 )* * 

identiscb. 

Nimmt man in 83) beispielsweise 

f(z)^=^ l (z,7l) = C 0 -^C i Z + C 1t Z t -h . . +l\z\ 

1 


y-+-1 ^realw >v 


so wird wegen z — 


S—a 


somit ist 


(C— ct) n 7( c q) ~ (^~ a ) n v + (?—«) + Cv—a(C—* • • + t: o(£ —rt ) v J ? 

=HS> n )f 

J) n (z 9 n) — e~ in « (C—«)"+' Z)” ^ <X ") = 


wodurcli also die Gleicliuug 7G) aus 44) hergeleitet ist. 

Die Annabme 

f(z) ~ e ct 

in 83) ftibrt vermoge 78) auf die Gleiebung 


84) 


b" ( c_lV + ' eC " a ’ 


Scbreibt man liierin z statt £, und setzt zur Abktirzung 


(z — d) n ~ i e‘ a — f 
e in «c n = k, 


so bat man 

85) 


tV* 

D ? = z 


( z—a ) 2n * 


»■?> 


und das ist eine lineare Differenzialgleicbung von der beliebigen Orduung vr, zu ibr geboren die Particular- 
losuugen 

86) _vT ? 

(f ~ (z — d) n ~ x e z ~ a 7 

aus denen sieb das allgemeiue Integral linear znsaininensetzt. 1st in 85) n eine rationale Zabl, so ist die 

Anzabl der particularen Losungen eine cmllicbe, weil dann \7- nur eine endlicbe Anzabl von Wertben bat; 
ist aber n irrational oder complex, so bat aucb 85) eine unendlielie Anzabl von Particiilarlosungen, denn es 

fl 

bat dann \7 uneudlicb viele Wertbe. 

Es moge bier eine Bemerkung gemacbt werden, die sicb auf die Gleicliuug 37) bezielit. Dieselbe wurde 
fiir die Fiille abgeleitet, dass a ein gewbhnlicber Punkt oder eiu Unstetigkeitspunkt erster Art von f(t) ist, 
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nnd es wnrde dort envahnt, dass diese Gleiehung nielit melir gilt, wenn in a eine andcre Unstetigkeit 
auftritt. Wir sehen das nun reclit deutlich an der Gleiehung 85), wo die Unstetigkeit in a in der That keine 
der dort in Betrackt. gezogenen ist. 


4. 


Mittelst der Forme! 83) kann man zu jeder Derivation mit unendlieher unterer Greuze sogleich die ent- 
spreehendc Derivation mit endlieher unterer Greuze hinschreiben, die ihr gleicli ist nnd umgekehrt; cine 
Anweuduug dieses Principcs haben wir aucli schon im vorigen Faragraplien gemaclit, wir wollen jetzt noeli 
eine and ere Ainveudung zeigen. 

Znnachst wollen wir diese Forme! 83) noeli etwas abandern, indem wir reehter Hand 

(s— 

einfltbren, wodurcb linker Hand wegen £ = 


entsteht. In der so gewonnenen Umgestaltung 

Tf + jf‘ z = 

e<o ' ~ « 

sclircibcn wir f statt f nnd vertauschen £ mit claim ist bei umgekehrter Anordnung der Schrcibweise 


if f(f ) =* ?"+' Tf C“-‘ /'(« + ; 


<=■ 


87) 


mid in dieser Gestalt hat diese Gleiehung den Vorzug, fiir alle n zn bestehen, wofern ntir f(t) derivirbar ist. 
Verbinden wir diese Gleiehung etwa mit del* Gleiehung 49), so ist znnachst 


c 

e inK£7i+iJj n 

eio 



_j _ i _ /M 

r(— n) (z — (i) n \ >/ 



f’(z) z-a f"(z) (z—ffl)* 

n — 1 1 n — 2 1.2 


Fiilirt man redder Hand die Substitution fiir 0 ein, nnd setzt dann a — 0 nnd wieder z fiir t 7 so 
resultirt 


/);) /■'(;) , f"0 


z „ , / 1 \ e ~ inn ( \Z' ^Z' . 1 

D * n ~ — ~ r(_, ( )‘!^l — w _i i. 


1 


n -2 1.2.a* 




88 ) 


mid diese Gleiehung gilt fiir alle 11 nr muss die Ueihe redder Hand convergircn. 

Bchnfs einer weiteren Entwicklmig setzen wir in 87) f(z) — wodurcb 


jf y. if) ?«(-)=«*" ?+'b* Jw«+ i) 

a £ (1) 

entsteht, und transformiren mit Ililfc dieser Gleiehung und der Gleiehung 87) die Gleiehung 48) derail, 
dass wir jedc der dort vorkommeuden Derivationen mit der unteren Grenze a (lurch die cntsprechendc 
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Derivation nut der nnteren Grenze so> ausdriickeu. Es wire! dann aus 48), wenn man beiderseits nocli diwcli 
e inr ? n+1 dividirt 



*= fl+ r 


Fitlirt man nun redder Hand in y { ebenfalls £ ein, nnd setzt man dann a =: 0 mid sclireibt z ftir C, 
so ist schliesslich 




■0 


89) 


I 


welclie ftir alle n gilt, solange die Reihe redder Hand convergirt, d. b. solange naeh ganzen fallenden 

Potenzen von z entwickelbar ist. Der speeielle Fall 1 fiibrt auf 88), wiihrend der Fall = 1 


folgende Gleichimg liefert 

z 

D 


90) i 


m'f 1 ) u"(l) <o"'( l 




real n > 0 

welclie die Verallgeineinerung einer bekannten Differenzialfortnel ist. 


IV. 

Functionentheoretische Untersuchung der Derivation einzelner Functionsclassen. 

1. 

Wir gelien jetzt daran, die Derivation speeieller Classen von Fnnetionen zu untersuchen, urn namentlicli 
die singnbiren Punkte kennen zu Iernen, welclie dieselbe, als Function von 2 betrachtet, besitzt, nnd wir 
werden uns dabei fast ansseldiesslicli anf die Derivation mit der endlicben nnteren Grenze a besehranken. 
Es sci f{z) eine rationale gauze Function vom Grade v, 

A*) = f n + ( '^ + <2 Z *+ • • • + <-’> ? = [-']• 


Dann ist 


fl'+ l H k z) = fl'+*)(z)= .... =0 
/*t v + , )(r/) = /*( v +*^(d) = .... =z 0. 
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Mau erliiilt dann nacli 49) odcr 53), tla die Hcilicn in dicscni Fallo cine ciulliche Glicdcranzalil cntlinltcn, 
sclir eiufacli 


irm 


fi( s ) 

(z — a) n> 


«.)i) 


wo f\(z) wicdcr cine rationale gauze Function vom Grade v bezeidmet. Die CoetVizicnten in /\(z) werdeu 
liatlirlieli von den CoefTizicntcn in /'(;?), ferncr aber aucli von a und n abliangcn. Am Ieiebtestcn gesebiebt 
die CoclYizicntcnbcstimmung, wenn f(z) in dcr Form 


z—a — a) 2 

/CO — c o+ c i j + c e “j ~Y~ 


1.2.. . v 


gegeben ist, man findet dann niimlieh 

_l T o + _£ 

’0—») r(2-«) 


** = TciliT + T(£-,) - + 


Diirch die Gleiehnng 91) ijst nun das Vcrbalteu der Derivation ciner ganzen rationalcu Function voll 
stiindig bestimmt, mid zwar fiir die gauze Zahlenebene dcr Variabcln z } mid es liisst sicli folgcnder Satz 
aussprechen: 

n Dic Derivation einer ganzen rationalcn Function vom Grade v ist wicdcr cine ganze rationale Function 
von demselbcn Grade v, dividirt durcli die >Me Potenz von z — a. Hicbei ist n der Index der Derivation and 
a dcren untere Grenze.“ 

Bcvor wir weiter gehen, mbgcu zwei Summenformeln fiir gewisse Rcihen erwiilmt werden, die sicli aus 
der bekannten kypcrgeomctriscbcn Rcibc ergeben und die wir gleicli in gebrauchfertigc Gestalt bringen 
wollcn. 

Die bypergeometrische Rcilie 

l '(r)V(r- p—g) _ i>.<i p(p+l).<i{q+V) p(p_+l)(p + '2)q(q + l)(<i + ?) 99 ) 

l'(y — p) t'(r— q) ~ i. /• 1.2.r(i-+1 ) 1 .2.8 .i-0-+1)(i-+2) 


dcren Giltigkeit au die Bcdingung real (/•— p —(/)>0 gebnndcn ist, liefert erstens, wenn man beidcrscits 
dnreb q dividirt und dann p — «+ 1? q = r — n-\- 2 setzt: 


r ( 1 + w) r f — n'j — 


1 

H -f- 1 


/O'+In 1 , (n+'A. L_ 

l 1 )n+2 l 2 / m + 3 


real« < 0 




93) 


wobei linker Hand nocli i\l+/«)r( — n) in 
aucli in der Form sebreiben 


sin («-f-1) 77 


nmgesctzt werden konntc. 


Zwcitens kann man 92) 


( rQ') rQ'— p—<i) 1 j 1 , 1 _ d >\. 1 ,(p +e , /7'+-Y-'- /+1 ^ 2+2) 

I l’(r — p) 1'(/—</) j q U/ >' v 2 V ^ ) r(r+ 1 ) (r+ 2) 

gelit man jetzt znr Grcnzc fiir uncndlicli abnclimcnde q iiber, so erliiilt man linker Hand 

1 V (Q \' f (r— p) # 

\\r) I '(r-p) ’ 


setzt man ferncr p — y/ + l, r — 1 nnd bcaelitct man 


j v ( i \ 

- -=—G f , so bat man sebliesslieb 

1\1) 
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Anton Krug , 



— G— 


n-») 

1 X-n) 





realw<0. 


C ist Iiier wie in 41) die Enlcr’schc Constante. 


Die Untersnehung der Derivation rationaler gebrocbener Functioncn beginnen wir mit dem cinfaclistcn 

Falle, dass f(z) = i ist. Diesen Fall wcrdcn wir eingebcnder behandclu, weil sieli die Derivation belicbigcr 

z 

rationale!* gebrocbener Funetionen darauf zuriickfuhren lasst. 

Znnaehst bat man hiefiir eine Entwicklnng naeb 49), namlich: 


95) 


3 1 
D- 




n z—a 


n /Z—a 


P(l— m) (z — a) n z | n —1 


— a\ z n rz —a\ 3 ) 

-) + ^s(— ) + "'j’ 


Diesclbe gilt fiir alle z, die dcr Bedingung mod ( z —a) < mods geniigcn. Halbirt man den Radius vector 
von a dnrcli cine unendlieb lange Sonkreclite, so wire! (lurch diese die Zablenebene in zwei Theilc getbeilt: 
die Gleichung 95) gilt nun fiir solclie z, die in dewselben Tlieile liegen wie a. 

Eine andere Entwicklnng liefert 53), wonacb 


96) 


D 


.1 


P(1— )i ) ( 2 -— a)' 1 a j 1 — n 


1—, 


2 —a 


1.2 
(i—>7H2- 



\ 

[a ) ■ 

“1 


dieselbe gilt jedoch mu* fiir solcbe z, welcbe die Bedingung mod (z — a) < mod a erfiillen, was geometriscb 
bcisst, dass z innerbalb des Ivreises liegen muss, der urn a mit dem Radius mod a beschrieben ist. 

3 1 

Die beiden Entwieklungen 95) and 96) (leeken uns von der Derivation J) n — bios den singularen Punkt a 

z 

a 

auf, und beide sagen aus, (lass sick diese Derivation im Punkte a in Bezug auf die Unstetigkeit so verkiilt 
™ • (vergl. 37). 

Um (lie fragliche Derivation aueb auf anderen Partien der Zablenebene untcrsuchen zn konnen, geben 
wir aus von der Darstellung 65), dieselbe wird 



_1 _ r clt 

r(—/?) J K z —0* +1 

o 


real n < 0. 


Dcr Integrationswcg darf bier weder um nock (lurch den Nullpunkt geben. Unter dieser Voranssctzunj 


dlirfen wir reckter Hand t = — ; dt = — Q ~du getze man erliiilt dann: 

u ir 


97) 


-Zyi 1 _ l l f U n du 

a r(— w ) -” +1 J — «)* +1 


real n < 0. 


Es ist nun wichtig, zn zeigen, dass eine ahnlichc Gleichung aueb fiir beliebige n gilt. Mnltiplicirt man 
uiimlich die vorstebende Gleichung mit 2 tt + ! und dififerenzirt man dann einmal naeb z , so crbalt man 
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oder 


*n- ft 1 W+l d-\ n ^ 


D 


B\ = r 


1 


I'(— n) (z—a) n +' 


98) 


Diose Gleichung ist zmnlchst noeb an die Bcdingung rcalMcO gebmiden; man kaun abcr leicht 
beweiscn, dass sic fiir alle n gilt. Sclireibt man sic niimlicb in der Form 


1 . / , 1\ 7^11 1- 1 


Z) +(n+\)X)- — 


l'(— >i) (z—«) n +' ’ 
so ergibt sieli daraus dureb beidcrseitige DifTerenziation naeh s 


V' + 2 ^ ^ , 1^ _ 


1 


-2T : + D' + \ + (»+*)IT 7 = ,V_ W 


i 




oder 


I)' 


h 2 1 n-\-2 * 1 


+ 


B” + ''= r 


!'(-«— 1 ) (~—«)"+ 2 


Vergleiebt man dies mit 98), so sielit man, dass die Gleiebung 98) fur jjh- 1 gilt, wenn sie fiir n gilt. 
Da sie nun aber fur alle n gilt, deren reeller Tlieil liegativ ist, so gilt sie aneli fiir beliebige n. Sclireibt man 

in 98) statt J) 1 * etwa v(z), so ist 

dv(z) 7i- 4-1 . 1 1 1 # 

~dT + ~~ r(— «)" +l 

uud das ist cine lineare Differcntialgleichung crstcr Ordimng, welclier f(z) = D l z a ^ s * unc ^ on von ~ ^ )C ~ 

a. ' w 

traelitet geniigen muss. Man erbiilt daber dnrcli Integration dicser Diftercntialgleicbung 

'<h 


*n 1 _ 1 1 ( f ^dz 

z r( —>?) ?”+ l j C+ J (c — a) n + ] 


99) 


In deni bier vorkonimendcn Integrate lassen wir die untere Grcnze unbestimmt, urn in jcdem speciellen 
Falle die beste Wahl trcffen zu konnen; die von c unabhangige Constante c 7 die im Allgeineinen eine Function 
von n uud a sein wird, bleibt daber aucb noeb bis auf Weitercs unbestimmt. Unterwirft man n z. B. der 
Bcdingung real ^<0, so bat man, da fiir dieseu Fall nacb 37) 


Lim 



= 0 


wird, der Constantcn c den Wertb Null zu ertbeilen nnd als untere Intcgrationsgrenzc a zu nebnien; dann ist 
man abcr genau auf 97) zmTiekgekommcn, wovon somit 99) die Verallgcmcinernng fiir beliebige 7i ist. 

Wir wollen min die Gleiebimg 99) anf verscliiedene Wcisen weiter cntwiekeln. 

Scbreibt man das darin vorkommendc Integral in der Form 



so kann man untcr der Voraussctzung mod z> mod a das Binoui cntwiekeln uud gliedweise iutegriren; man 
erbiilt dann 


1 — 1 1 ( , ■ 7, G<+1\ _/h + 2\ 1 — — ( n + 

z ~!'(—«) ^"+'j + V 1 J'l.c V 2 )'2z' V 3 ) Z z* •" 


*24* 
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Urn die Constantc c zu bestimmeu, setzen wir z •— a und real n <0, wodurcli die linke Seite verschwindet; 
das gibt 


o ~ c+la — 


/«+1\ 

1 

(n + 2\ 

1 

/« + 3\ 

1 

( 1 ) 

T 

{ 2 ) 

’ 2 

[ 3 ) 

o 

O 


Die liier vorkominende Reilie rccliter Hand couvergirt in der That fiir real n <cO niul i lire Sum me ist aus 
94) bekanut; es ist dalier 


C- 


r' — >i) 


!'(-») 


■/«; 


so (lass jetzt wird 


1 ( 10 ) 79 " = 


1 ( C r '(— M ) Iz—la 

Z n +' I |'( + [l'( /i )] 2 l'( — n) 


I_ 1 ( (n +1 \ " 

r(— «) i /i.~ 



+ .. • 


fiir allc z, die der Bediugnng mod 2 < mod « geniigeu. Der Index n ist zwar uoeh an die Bedingung real« <0 
gebuuden, allein man iiberzengt sich durcli Differcnziation nach s lciclit, (lass (lie Gleiclinng 100) ancli fiir 
« + l gilt, wenn sie fiir n gilt; sie gilt dalier fiir alle n. Die Glcielmng 100), welelie fiir alle z gilt, die 
ausscrlialb des Kreises liegen, der tun den Nnllpunkt mit deni Radius mod a bcsehriebcu ist, lelirt zweierlei. 

Einmal zeigt sie uus das Vcrbalten der Derivation J) u ~ im Unendliclien, wonacli sieh dieselbe fiir undid- 

a ~ 

liche 0 so verbalt, wic 

Iz 
z n + 1 


(abgcsehen, von dem Fall ganzer positiver n ); zweitens sielit man, dass diese Derivation eine nnendlicli 
vicldeutige Function von z ist. Liisst man namlieli z etwa die Peripherie cincs Kreises, (lessen Radius grosser 
als mod a ist, Am a I umlaufen, so erlangt diese Derivation nach diesen 1 mliinfen wieder denselbeu Werth 

g— ~ i h ~ ^ f 

ninltiplicirt mit e -* £hnT ', nnd ausserdem noeli das additive Glied ——— ■ 7i+l • Die gauze Zalil h kann posi- 
tiv odcr negativ sein. Man kann das so ansdriicken, dass man sagt, die Function 


\\—u) z n +' ]j 


» 1 


ist eheuso vieldeutig wie lz\ man kann cs aber aucb anf folgcndc Wcisc ansdriicken: Rezeichnet man, wic 
bisher, die eindeutig geuoinmene Derivation mit I) n , dagegen den allgemeinsten Wcrtli derselben von nun an 
mit {D n \, so hat man folgende Gleicbung 


101 ) 



2 ih n 

P( — u z n +* 


wenn man nach den Gmndsiitzen des Paragraplien 4, Capitel I vom Factor absiebt. 

Die vorstelieude Gleicbung geht fiir n — —1 in das bekauute Resultat von der uneudliehen Vieldeutig - 
keit der Function Lz iiber, niimlieh 

L— — l~ -4-2/7/, 
a a 


wenn mit L der allgemeine Logarithinns bezeiebnet wird. 

Wir bemerken uoeh, dass die in 100) vorkommende Rcibc fiir gauze negative n eine gescldossene wird, 
uud daher fiir alle z gilt. 
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Beliufs einer anderen Entwieldung von 99) scbreiben wir das dort vorkommende Integral in der Form 


1 st mod^< niodr/, so kann man wieder biuomiscb entwiekeln und gliedenveise integriren, was anf die 
Form el filin't 


/)’■ i = -J— +_ 1 _ f_L- + /«+r\_!_ + /w+2\ 

z F( — n)z n 1 F( —«).(—a ) 71 * 1 ( n+ 1 1 \ 2 / (>/ 


(>/ 4- 3) ft 2 


V 


vorausgesetzt, dass n keine gauze negative Zalil ist. Die Bestimmnng der Constanten c gesohielit auf alinliehe 
Wei.se, wie vorhin; man bat die Fonnel 93) z.n beniitzen und erbiilt. 

f = (-i)-r(i+»)*’(-»)> 

wodnreb wird 



( 1 y i r r (» +1 ) 1 1 t 1 , (n + \\ z _ 

^ L F( —>i)’rt" +1 )»4hi I /(>/4-2)« 



Jl 

(/? 4-3) a 2 



102 ) 


welelie Gleicbnng untcr der doppelten Yoranssetzung gilt, dass mod ^emod a und n keine negative gauze 
Zald ist. Die Modification fur den Fall negativer ganzer n konnen wir iibergeben, weil wir damit nur anf 1(HJ) 
komnien wiirden. 

Der Gleiebnug 102) zufolge verbillt sieli die Derivation J) n ^ iin Nullpuukte wie 

a 

1 

abgesehen vom Falle ganzer negativer n — — v, wo ihr Verlialten nacli 100) dnreli 

z>~'lz 

ebarakterisirt ist. 

Die Gleicbungen 100 ) und 102) erganzeu sieli gegenseitig in Bezng auf den Spielraum der Variabelen z. 

mid insofern ist nun die Derivation T) n filr alle z entwickelt: ansgenommen bievon sind nur solcbe z 9 die 

z 

a 

anf der Peripherie des Krebses Iiegen, der um den Nullpunkt init dem Radius mod a besebricben ist, weil da 
die in 100) und 102) vorkoinmenden Reiben im Allgemeiuen divergiren, wenn n beliebig ist. 

Wir wollen jetzt noeh zwei Entwieklungen berleiten, welelie die Gleicbungen 95) und 9G) erganzeu. 

Zu diesem Zwecke fiihren wir in dem Integrate in 99) —— = u ein, mimlieb 

J z—a 


Ct z y+i dz __ r u n du 
) U— a) z “J 1 —u 


Ist nun mod u < 1 also mod 0 < mod (s—a), so bat man dureh Eutwieklung reebter Iland und gliedweise 
Integration, und wenn man wieder u = ~ restituirt: 


-Ln 1 _ O’ 1 1_ j 1 1 Z _* / g y | 

^ z F(— )i)z n + x F(— n) (z — a) n + l j^-hl + >* 4-2 z —a n- h3 U— a) 


X—>0- 


z—(t 
1 _ 1 

X—>0 ( Z — (C ) 


1 


vorausgeset/t, dass u keine gauze negative Zalil ist. Die Bestimmnng der Constanten c ergibt sieli auf die 
Weise, dass man z = o setzt und mit 102) vcrgleiclit; man findet 


c = ( 1 )” F ( 1 4- w) F ( m) j 


















11*0 


Anion Kr ug , 


da her 


103) 



= (-!> 


r(i+?<) 

Z”+ l 


1 1 

r(_»)-(s_ «)”+« 



1 2 

n + 2'z—a 




Diese Gleiclwng, welehe die Entwieklimg 95) ergiiii/.t, hurt natiirlicli auf zu bcstcben, wenn n negativ 

und gaily, ist. 

Ferner ist in 99), wenn man — = u .setzt: 

Z — Cl 



Nimnit man bier mod/f<l, also mod (z — n) > moda, so kann man wieder binomisch entwickcln und 
gliethvei.se integrircn; setzt man dann wieder fur u seinen Wertli a — 7 so hat man 


B 


'(—«)' 


'(—«); 


1 /- “ +( n ) 

a 

± 

ffir 

K 

l 

1 

j z—a \D 

1 •(*-«) 

(~-«r • • 

•r 

indem man z 

= 00 setzt 

* man 

fmdet 



c — —G — 


r'C—») 

r(-«y 


und bat somit 


104) Jf 

a 



j 0 r'(— ») 1 

1- 1 1 1 

! l f^a + 

f n ) 

.1. 

1_ “ | , 

{.2J 

a* 

? n f 1 j 


[ r^—>»)•*■+' 1 

1 1 . (z-a) + ' 

1 2.(5— «)* 


) 


welehe Gleicliung init 96) zusammen die Derivation fin- alle z liefert. 

Wir konnen das Resultat der bisherigen Untersuchung in folgenden Satz zusammenfasseu: 

„Die Derivation von als Function von 0 betrachtet, ist in der ganzen Zahlenebene endlich nrnl stetig, 

bis auf die drei Ausnahmepunkte z ■=. 0 ; z — a und z = 00 , wo Vcrzweigungcn auftreten. Sielit man von 
der Vcrzweiguug in a ab, so ist der allgemeinste Wertli dieser Derivation ; wenn der Nullpunkt //-mal (odor 
der nneudlieb feme Piiukt — //-mal) im positiven Sinne umlaufen wird: 


1 2 ih 

z + F( — n) z n + 


Die Verzweigungsart in a ist in der Gleicbung 37) entlialteu.“ 


3. 


Die vorigen Entwicklungen dienen aucb dazu ? 


die Derivation von -7-77, wo A positiv und ganz ist ; voll- 


stiindig zu untersuelien. 

Man bat nacb G4) wenn man A statt v scbreibt: 


if if f(~) = h n+, m- 


1 

r (i—u—i) 


fja) 

(3— a "+' 


1 m 

I\2— n —?.) (~—(/)"+*-• 


1 /tt-«>(«) 

r(— n) (z — «) ,,+i ' 
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i (_ iy 

uud wenn man darin f(z) — — setzt uud beiderseits mit n v /t _ ^ multiplizirt: 


'»_ \ _ (~0 X rf+''- 1 _ (- 1 ?-_ - 

■*' s'-t- 1 r(i+A)'y 0 r(i+x) r(i— «■—0 (z—a) 


\i+i) 

i l 


1 z—a 


1 • I 1 — 

— «)"+'■ « I 1 — n —/ 

(-iy- 1 . i.2.. (i—i) 


105) 


1.2 /s-«0 . _ .z-a Y-ii , 

+ (i_ w _X)(2— h— X) V a ) " (1— n— X)(2—h—X). 1)1 « ) J’ ] 

welclic Gleiehung fiir jedcs n and positive gauze l gilt, mag z wo immer liegen. 

Dnrcli die Gleiehung 105) ist somit die Derivation J) n anl‘ die bereits nntersnehtc Derivation 

« . j 

T)' 1+l zurtiekgefUhrt, und es sagt diese Gleiehung unter Anderem aus, dass die Derivation J) n t als 

a * , rt 

Function von z bctraelitct, ebeufalls dnrcliaus endlicli und stetig ist mit Ansnalime tier drci Punkte z — 0, 
z — a und z — oo, wo Verzweignngen auftretcu. Der allgemeine Worth dicser Derivation ist 


»« 1 


1 (_!)>-. 2!Jik 1 


z>-+ 1 ” D z x +' + r<l +x)r(— n — a)‘ 0 ' i +>'+ 1 ’ 

a la s , \ / 


106) 


wenn der Nullpunkt //-mal limlaufen wird. 


1 


yelbstverstandlicb kann man dieUntersnehung der Derivation J)“ K f aucli nuabbiingig von der Iietraeli- 


z 2 

tung der Derivation J) n + l - durehflilireu; man stellt zunaebst die Differentialgleieliunj 

a ~ 

h n+l _L_ j- /l+ ^ +1 h n -i- —_ I __ 

-Lr £*.+ 1 Z r( fl') B ~*" 1 • z. ct K 

auf, die fiir alle n gilt, und aus welcher (lurch Integration folgt: 

* « 1 _ 1 1 ( , C 7. ) . 

IJ ->.+ i “ F(— it)z l + n +* 'a 1 ' ( J (z —«) ?I + ! v \ ’ 


107) 


108) 


die Bestimmuug der Constanten c 7 kann man etwa dadurcli bewerkstelligen, dass man wieder, wie obeu, 
gewisse liypergeometrisehe lleihen benut/J. 

Wir bctraeliten jetzt die Derivation von - — wobei c natnrlich nielit mit a znsammcnfallcn soil. Man 


bat fiir diesen Fall naeli 65) 

if _L = __L_ f (U 


real n < 0. 


.. _ . . .. (a — c)(z — c) , , , (z —c)(/7— a) . <U cht . , 

Snbstitmrt man bier t—c= K , wodureh 0 — t ■=. ----- und ■--- = — wird, so 

u — c ^ " 1J y> 


bat man 


u — c 


t—c u—c 


An _J_ 1 1 _ r («— C ) H 

^ z—c F( — n) (z —c) n- t ~ 1 J — a? 

a 

Man leitet hierans olme Miihe die fiir alle n geltende Differentialgleiclmng : 

1 

-c ~ 1 \ — n) (z — r7) w +*. (z — r) 


r 


du 


real n < 0. 


/r +, - 1 - + —l/V- 1 -= 1 

z — c 0 — c . 0 —c l’( — it) (z— (0"+' .(z— r 


109) 













192 


Anton Krug ; 


und daraus wicdcr das Integral 

£ 1 

110) 1) — 

a 


1 1 . f (»—c)"(to ( 

l'C—»)’("—' C ) B+1 ' I JO—«)" +1 ' 


ab. Ein Blick auf die Gleichung 99) lelirt nns jetzt, dass man die Derivation J) n — aus der Derivation 

"1 . a ~ ° 

J) n — soiort erliiilt ? wenn man in letzterer 2 und a bezielningsweise durcb z—c nnd a —c crsctzt. Wir 

a “ 

konnten demnaeh sofort sechs Reilienentwieklungen fur diese Derivation hinschrciben, die sick folgewcisc 
aus 95), 9G), 100), 102), 103) und 104) dureli diese Substitutionen fiir z nnd a ergebcn. Die Derivation 

J) n * als Function von z betrachtet, isi uberall endlicli und stetig, hat aber die drei Verzweigungspunktc 

a ^ ^ 

z — c 7 z~a und z ~ oo . Dureli h -nialige Umlaufe von z um c cnstelit der allgemeinste Werth: 


ui) 




2 ih k 

r(— (c — c) n + l ? 


wenn wir wieder von der Verzweignng in a absehen. 

Ebenso einfaeh erledigt sieli schliesslieli die Betrachtung der Derivation von 
dafiir cine der Gleichung 105) analoge Gleichung* 


,. Man hat zumiehst 

o-o a+i 



1 

(z— e y+ i 


~ ( !)' Ln+y. 1 ... (—■ 1 ) > ‘ .[%_ 1 1 <* 

z-—c r(l+/)l\i —"—A)—rr) w + x (cr— c) L 1— n —A 5 / —c 

, i • -_/>—_ , (-O' -1 • 1 • 2 • -O—i) _/ -— « 

(1 — n —a)(2— n —A) \a — c) ’ * ’ (1 — n —X)(2— n —A). . .( — n — 1) lu— c 


j 


oder auch, wenn man will, die Differeutialgleichung 


113) 


-.72 -J-1 


?l-h A-h 1 Jyi 1 


zu der das Integral gehort 


114) 


(z —c) /4 ’ 1 z—c ^ (z —c)'^ 1 \\ —u)(^—«)"+* (a — c) 1 (z — c) ’ 

( t y r(;-cr+'(h> 

) J «)■+' (■ 


Jf 


z —c)'' +l 1' (—«)_(c—c)'+ ,i+ '(a—cf 


Auf jeden Fall ist diese Derivation fiir alle z als cntwickelt zu bctracliten, und es liisst sieli dariiber aus- 
sageu, dass sic wieder drei Verzweigungspunktc bcsitzt: s = c, z~a und z = oo, sonst aber tiberall 
endlicli und stetig ist. Der allgemeinste Wertli dieser Derivation in Folge von /i-inaligcn Umliiufcn von z um c 
lautet : 


115) 


1 


1 




(— i y-.’2i/,z 

F (14-X) !'(■ — H —)")(j— c)''+'-+ l 


4. 

Wir liaben jetzt alle Mitt cl, die Derivation einer bclicbigcn rationalcn gebrochcnen Function zu 
untersueben. 

Licgt cine solclic Function vor, so liisst sic sieli liekaniitlicb zuniicbst iui Allgeineiucn in cine gauze und 
cine edit gcbrodienc Function zcrlegen, und letztere ist ferner jederzeit in Fartialbriiclie mit constauten 
Ziiblcrn zerlegbar. 
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Es sci 


m = 


m 


f(z) 


= M + 


M 

?(*)’ 


nnd <p(z) von tier Form 

Y (») = (?-r 0 )H s — c i Y' Y~ c Y >h • • • (~—c A )^A, 116) 

wo jul 0 juij . . . jul a beliebige gauze positive Zaldcn bedenten. Der Grad von f (z) ist dann klciner ids 

& (z) 

jui 0 + /jl, 4-/z 2 4- . . . -fjy./,. Dureb Partialbrucbzerlcgung von r ~ - wird 


/V-) — M-+-- 7 °-°_h 7(1,1 H_ 7u ’ 2 -4- . Vo, P-p * , Vo^o r l 

/ W r J + (2 1 — C 0 )H-c + + e-C 0 )H.-« + • • • + («„)* + ~'-C 0 


7,,« 


7i ,i 


71.2 


V— c l) l ‘‘ (~—c,)' 1 ' (~ —<?,)“• —* 


7l. H,—3 

(*-*,)* 


7 i , p-i - 


7a,<> '/a,* , 7a, 2 7 a, [I./! 2 7a,1*A — 1 

(-— c h y-h (z — c h )H- 1 {z — c h yh~ 2 * ■ ’ (z — c h y z — c h 


oder in kttrzcrcr Fassung 


m= i 2 


h n- 1 
V V 

Z-jZj (s— 
0 0 


7a, a 


117) 


worin bckanntlicb der Zahler ist: 


7 a,* 


r(A 


jKOl 


D L PCO-W*) 


Zufolge der Darstcllung 117) is! die Derivation oilier beliebigen gebroebenen Funetion selnm dnreb die 
\orbcrgebendcn Untcrsncliungen crlcdigt, nnd es bat. diesc Derhation fulgent!c Yemvcigiuigsinnikte: die 
Puukte r {]} r u e 2? . . .c* A) den Pnnkt nnd den unendlicb fernen Pnnkt. Sonst ist diese Derivation libera 11 end- 
lieli and stetig. Wie stelD es min mit der Vieldentigkcit? Liisst man z einen der Funkte c 7 etwa den Pnnkt 
c h) einmal ini positiven Sinne umlanfen, so erlialten naeli 115) die cindcutig genommenen Derivationen 
der Glieder der betreftenden Zeile in 117) der Rcihe naeli noedi jcdcs ein additives Glied ; so dass zur Deri¬ 
vation der gauzen Zeile folgcndcr Ausdruck binzutritt: 


U h = (—1 )n 


2 in 


7 A, O 


1 1 (/a a) l '{— n —fu 4- 1) (z —C/,) w + |X a 


■ (— iy* 


+ (— 1 Y h ^r 


4/rr 


7 a, 2 


2 in 7*, i _ 1 

1 0*A— 1) r {—n—p. h 4- * (c— c h ) M+ ^ 1 

o; 


Z > 7T 


7a, Ji-A-l 


2) p(—h—/**+•■») ( 2 —o,') B+|i/ *- 2 ” t ’" ’ + i'(i)r(—«) (~—o,)" +l 


Pa- 




1 


= o/r V* _ 

— — /■■)*'( — Ma+A+1) (s—C iV'+iv- 4 


lT im diesc •Summation ansliilircii /ai koimen, bcriieksielitigc man die Glcidumgen 

1 _ Qx/,— 2). . ■ (iJ. h —k) 

rO**—0 I'M 

1 _ (— n— 1)(— n —2). ..(— n —a A -f/.■+ I) 

I ( — r)i — \H 4- /r 4- 1 ) —?i) 



7 

C h) 


Duukhcliriflcu der mallieui.-ualurw. Ll. LVU. U»l. 
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Anton Krug , 


dann gclit dcr vorige Ansdruck liber in 


if* =777 


2 in 




H-/- 1 

\7 


(' J -"“ 1 )[ D k (l—c k )n 


— $ 




(—1)h-a—* — 1 n —1)(— n — 2). . . ( - 

(z— 


"/A/i -4~ A,' -h 1 ) 


und wcil 


, ■(—»_U/, + /.'+ 1) _ f/> t _ t /„ A_«_| 1 

(>-C/, )“+!** *• ' kt = <=/,)’ 


so bat man w oiler 


*-Fofe S 


wobei nacb AnsfUbrung dcr Differentiationcn nacb t fiir t dcr Wcrtli t — c h zu setzen ist. Die Summation ist 
bier ansfiibrbar mid gibt sebliesslicb 


118) 


i?A 


2 » ,?r | ’K Q(t— c h yh 

V(ix h ) P(— n) L * £)”+' 


«=«/.) 


Wird in gleielier Wcise dcr Punkt c h mehrmals, ctwa X A -mal umlanfcn, .so tritt zur Derivation dcr 
bctrcffcndcn Zeilc dcr Summand l h ]t h liinzn; man sieht leicht, dass nun allgemeinste Wcrtli dcr Derivation, 
wenn c allc Pnnktc c 0 , c l7 e 2 ,. . .c /t bczieliungsweise X 0 , X 2 ,. . .X A -inal uinliiuft, der folgende sein wird: 


119) 




H- \ 7? 0 ■+■ A j 7?| -h / j B % -4- . • -+* X A i? A 


wobei die X beliebige gauze positive odcr negative Zahlen sein kdnnen. Wir liaben somit den Satz: 

„Dic Derivation ciner rationalen gcbroclieneu Function ist unendlicli vicldeutig; ilir allgemeiuster Aus- 
druck bestebt ans der eindeutigen Derivation, zu der gewisse Functionen It als Abzweignngen linear init 
ganzen ZalileneoefFieienten liinzutreten. Die Anzabl dieser Abzweignngen It ist ebenso gross, als die Anzalil 
der von einandcr versebiedenen Wurzeln des Nenners 

Hiebei wollen wir wieder davon abselien, dass nacb Paragraph 4, Capitcl 1, sownhl die als eiudentig 
angenonunenc Derivation, als aucli naeli Gleichung 118) die cinzelnen Abzweignngen It ebenso vieldeutig siiul, 

wie die Potenz . • 

z tl + l 


Wir wollen jetzt sehen, wie die in der vorigen Nnninicr gefnndcne Vicldcutigkcil der Derivation ciner 
rationalen gebrochencn Function ans unseren urspriingliclien Detinitionsglcichungen folgt. Es sei wieder: 


dann ist nacb 65) 


/W=M + |g; 


irm= 


s r/vi + M^ 

_J_ r ?($ dt 

•'(—«) J (^—o ,,+l 


real n< 0, 


wobei naeli der urspriiiigliclien Anflassung der lntegrationswcg az keinen der Punkte c h umlanfcn dark 
Bctraclitct man c aber als variabel, und liisst man deinnaeb c etwa den Pnnkt c h einnial im positiven Sinne 
unilaul’en, so bat man jetzt ciuen lntegrationswcg, dcr von a ausgelit, den Pnnkt c k cinmal im positiven Sinne 
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uniUilift niul dann in c emligt. Dicser Iutegrationsweg liisst sieli almr, wic man loieht siebt, anf den vorigcn 
Iutegrationsweg uz zurliekfuhreu, deiu cine gcscldossene Curve K Ck vorangoht, welclie <Ien I'unkt c,, cinmal 
ini positiven Sinne uniliinft nnd ~ nicht uiusehliesst. Es tritt also dann -/.uni obigen Ansdrucke nocli liiuzu 

HO 

MW* 


I /-1 a. m 

' r ll+ ?(o t „_ i m i i ... 

h >'- j \—ny K (0-O M+1 - V(-n) • 


v(f) 0—0 U+1 


' c h “ c h c h 

Da nuu tier Integrationsweg* K, h cine gcseblossene Carve ist and z ausserbalb derselben liegt, so ver- 
scbwimlet das erste Integral; man lint somit 


,, _ 1 f 
/,A - pctJ 


HO 




(— n )•{. <p(<)(2—.f)" + ‘ ,, 0 A *) ,, (— w ) 2in 

HO 


i VO f HO 

O / rr J 


(t—r k )H ( z —()-»-' 

Tf—c*) 11 * 


r//. 


In dicser letzlen Darstelluug ist. die Funetion - (f—e h ) H (z—\t) ” 1 anf nud inuerlialb der gcsehlosse- 

f v) 

nen Curve K e dnrebaus synectiseb, mid mail erbalt nacli der bekannten Caucby’schen Fonnel 4), da liier 
fx h ganz mid positiv ist, 

,, _ 2/?r 1 7r .-, ho c—«*>* ] 

* _ IVO!’(—») l u ? (t)(z-t)>'+' l ( ,=„, ’ 


was mil 118) iibercmstimmt, liier jedocli zunaebst nnr fiir rcal«<0 bewicseu ist. Man braucht aber nur 
nacli z zn differenziren , mu zn selien, (lass diese Darstelluug von U h fiir >*-f-l wenii sie fiir u gilt ; sie 
gilt dalier nllgemein. Man koinnit somit vollstiindig anf das unter 118) gefundene Kesultat znriick, woran sieli 
der Satz 119) kuiipft. 

Wir selien also, dass sich die Vieldeutigkeit der Derivation aueli aus den friilier anfgestellten Definitions- 
gleicbungen ergibt, sobald man sieli z nicht nielir als festen Puukt, sondern mibeschriinkt variabel denkt. 

Wir werdeu diese Hemerkung dn/u beniitzen, die Derivation einer algebraiselien Function milier zu 
uutersuelien. 


6 . 


Es sei f(z) eine s-werlhigc algcbraiscbe Function, deren Zweige dieWert.be j\ (s), /^(c).. f p (z )../)(?) 
. . ./r(~). . ./!(-) baben; die Punkte c 09 c lf ...r h seien die ITneudlicbkeitspmikte mil den ganzen positiven 
Expouentcn p. 0 , 4 u,,. . .\j. u mid die Punkte c 0 , e?,,.. ,s k die Vevzweigungspunkte, die aneb znglcicb Uneinllicb- 
keitspnnktc (mit miganzeu Exponenten) scin kimnen. Die Verzweigungsscbnitte ziclien wir von den Punkten 
c 0 , e l9 . . ,e k sammtlicb nacli dem Punkte a bin, und wenn die Variabele z einen solehcn Vcrzwcignngsscbnitt 
iibersebreitet, so befindet sie sich jedesmal anf einem nnderen Pdattc, dem ein nnderer Zweig der Function 


f(z) zugebOrt. 

Weim wir von dem Zweige f Jt (z) ausgeben, also aimebmen, 
P>latte, so ist 


D'fri*) = 


F(-H 


( ~—ty ‘+ ’ 


z licfiudc sich urspriinglich auf dciu yi-tcn 


real h < 0. 


120 ) 


Uinliiuft uuu z den I’unkt ciumal ini positiven Sinne, so soli sieli dann z ant dem ly-tcn Watte belindcu, 
also /),( z ) in f,,(z ) iibcrgclicn. Man kanu dann den Intcgrationswcg orsetzen durch cine von a aus urn e 9 
gclicudc Sclilingc K e , die sich iin yi-tcn Watte heliudet (und bei a nicht geschlosscn ist), und cincn darnul 
folgendcn Zng uz, der dem (/-ten Watte angelidrt, aber nirgeuds cincn Ausuahuiepnukt von j(z) umlaiilt. 
Dann ist 



i r f P (C)Jt _l_ f o(jo u . 

l\—»)!-, (~—0" +l t\—>0 .)h-0’ ,+i 

9 a 
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Umliiuft in 120) z den Pnnkt e g zweimal im ]iositiven Sinne, so soli es sicli dann ini Mcn Blatte bcfinden 
nnd f r {z) der zugehorigc Zwcig* der Function sein. Der Integrationsweg* bisst sicli dann ersetzcn durcli zwei 
Scblingcn, die von a ausgcbeu und e 9 jc eimnnl iin positiven Sinne nmlaufen, wovon abcr die crste Sclilingc 
ini ^-ten Blatte, die zvveite im //-ten Blatte ist, uud eine darauffolgcndc Strecke az } die sicli iin r-teu Blatte 
bcfiiulct. Man hat dann 

j _ ] _f fp{t)‘U } f f q Q)d t 1 

I I r(— , n) 0"+' r(— >0^0—0" H i'(—")J (-—o ,,+l 


Uni bin ft jetzt z z. B. cinen Uneiulliclikcitspnnkt von ganzem positiven Exponcnteu, ctwa den Pnnkt r, n so 
bleibt es im >*-teii Blatte, mul zu den bisbcrigen Integrationen tritt noch eiue uni c h gelieiule (gesehlossene) 
Curve l\r lt binzu, welebe der Strecke az vorangcbt; dann ist also 


i) 


1 


f<:> ! “ !•(-»)*. 


/ 


(z—1)” +> 


i r f t (f),u i f m<n i r m<n 
r(—«)*, (*—o* +1 i'(— 0 ,!+l r (—«) J (-— 0" +l 

9 “ a 


Man Ubersiebt angenblieklicb, wie sieh die Sacbc allgemein gcstalten wird ; wcnn c beliebig \iele Ver- 
zweignugspuiikte e und beliebig viele Unendlicbkeitspnnktc c in belicbigcr Anordnung beliebig oft umliiuft. 
Sind \ hk belicbige gauze positive oder negative Zablen und setzt man znr Abkiirzung 


121 ) 


so bat man allgemein 


yjff.m 


V 1 f\ (“) + I'll, 1 ft ( S ) + • • • + \ s f> (Z) — <f> k (s) 

\ 1 fl 0) + ^, 2 fi 0 s ) + • • • + 0 * l > (~) — ft (~)> 

J _ V f 1 y f n(f)<n i _ r 


wobci angeiiommcn ist, class nacli alien Umliinfcn s znletzt auf clem '-ten Blatte ist. Setzt man nocli 


122 ) 


1 V f 9 k(t)dt _ p ' 1 cO f o*(7) df 

i’(-«) ~ ’ r(-»)‘ Zl-Hr+' 

0 4 0 * 


= s 


so kann man sebreiben 

123) \D ,, fr(z)\=j)"n*)+I , + S 

\ a ) a 


nnd man bcmcrkt leiebt, dass dann diese Glciebung nicbt nur fiir rcal?/<0, sondcrn aneb fiir belicbige 
n gilt. 

Die singnlarcn Punktc c mul e der algebraiscbcn Function f(z) sind bier stillscbweigcnd allc im Endlicbcn 
liegend voransgesetzt , so dass der Pnnkt c — oo fiir f(z) cin gewblinlichcr Pnnkt ist. Eine Umkrcisung* des 
unendlieb fernen Punktes gesebiebt bckanntlicb auf die Weise, dass man die Yariabelc z anf der Pcripberic 
eines binrcicbend grossen Krcises, der allc singiiliiren Punktc r mul e einsebliesst, cinmal im entgegen- 
gesetzten Sinne liernmfiibrt. Macbt nun in 120) -o diese Bewegnng, so bleibt es auf demselbcn Blatte, mul die 
Wirknng ist dieselbe, als wcnn es die einzelnen Pnnkte c und e jeden einmal im negativen Siuuc umlaufeu 
biittc, d. b. als weun es die einzelnen Curvcn K r/ und K e/ jede, auf demselbcn Blatte, im negativen Sinne 
durcblanfen biitte. Dadureb erhalt das Integral in 120) den Bcitrag Itoo + Sooj wo 


lie* = 


_2 _ V f f,($dt „ _ _ 

r(— (z-t)”+" co ~ 


.0-0 


1 v f fp(t)dt 
0 * 


0 
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7/qo mul Soo sind also von derselben Art wie Tt und $ in 123). c = co ist also aucli ein Vevzwcigungs- 
punkt dcr Derivation mul die Art der Verzweignng ist sclion in 123) mit enthaltcn. Die Sadie andert sieh 
niclit wcscntlicli, wenn z = oo ein Uncndlichkeitspunkt oder Yerzweigungspunkt dcr Function /‘(c) ist; 
aucli dann gilt die Gleicdmng 123) nocb, wenn man bei der Bildung von It mul S bloss die im Eudliclien 
licgendcn singularen Punkte beriicksiehtigt, weil eine Umkreisung von z — sieh wieder zuriickfiibrcn 
liisst auf Undiiufe uni die im Endlieben licgenden singularen Punkte. Nimmt man liiezu die Bemerkung, dass 
jedcr gewbhnlichc (und ini Endlieben liegende) Punkt der Function f(z) wieder ein gcwCbnlieher Punkt der 
Derivation ist, so bat man folgcnden Satz: „Die Derivation einer algebraiscben Function ist unendlicb viel- 
deutig, ilire Verzweigungspunktc sind die im Endlieben liegeudcn Pole und Verzwcignngspunktc der alge- 
braisclien Function, ausserdem nocb z — a und z — oo. Das Verbalten in der Emgcbung von a ist nacb 
Gleichung 37) zn benrtbeilen.“ 

Beziiglieb des Ansdruekes It in 122) ist zu bemerken, dass sicli dersclbe im Allgcmeinen dureb cine 
Siunme von Differenzialquotienten ausdriieken lasst, abnlicb wie bei einer rationalen Funetiou It h in 11H). 
Was jedoeb den Ansdruck S anbclangt, so lasst, sicli dcrselbc zwar nieht dureb DitTcrenzialquotienten aus- 
driicken, wold aber gelingt es hiiufig, ibn auf cine Summc von Derivationen zurlickzufiibren, deren untere 
Greuze a mid deren obercGrcnzen die e !: sind. Dieser Fall tritt namentlieb dann ein, wenn die algebraiscbe 
Function eine solebe ist, dass ibre logarithmisehe Ablcitung rational ist, oder, was dasselbe ist, wenn die 
Qunticntcn der einzelnen Zweige /', (z), f 2 (s). . constant sind. 


Wir wollen jetzt kurz die Derivation soldier Functional betraebten, deren logaritbmisebe Ablcitung 
rational und echt gebroeben ist und in keinemPunkte von boberer als dcr erstcnOrdnung unendlicb wird. Eine 
solebe Function hat die wesentliche Eigensebaft, dass sic sieb in dcr ganzen Zaldeuebene dureb ein endliebes 

Product von der Form f(z) — |7| (-— darsfollen lasst, wo die Ex])ouenten p, t hcliebig complexe Con- 

stnntcn sind und die Punkte <jn natiirlich sannntlicb im Endlieben liegen; sic ist im Allgemcinen nncndlicli 
viclwerthig, die Quoticnten dcr einzelnen Zweige sind aber Constitute. Wir sebreiben unscre Function in 
der Form 

f( g ) = - - - - M 

(«— c o)H~— c \ ^ • ■ • (-—O’H"—O ’" 1 . . . 7 

wobei die \j. gauze positive, die m dagegen beliebige complexe Zalilen sind. Dann sind die Punkte c die 
ITnendlichkeitspunkte mit ganzen positiveu Exponcnten (Pole), mid die e die Verzweigungspunktc. Auf diese 
Function sind genau die Betrachtungen des vorigen Paragrapben anwemlbar und es gilt aucb namentlieb die 
Formcl 123), niimlicb 

| D f( z )[ = D fr f ( z ) + + s - 

t a a 


Bebufs Bildung dcr Ausdriicke Jt mid S bemerkc man, dass bier cinfacb = A h f{z) und y t (v) ~ 

I* k f{z) ist, wo A, t und Il h gewisse Constauten sind, deren Werthc von der Art und Anzald der tbnliiufe der 
Variabclen ^ urn die Punkte r mid e aldiiingcn. Ferncr sei f p >{z) — e 2,>7 7'( c )> wo p ebenfalls von diesen 
Fmlanien abbiingt, dann but man, diesen Bcmcrkinigen zufolge: 


It~ 


r(- 


0 


, f rw 


2iff y A h P(/0 f f(f) 

P(f^) 2u { c (t—c h Yk 

o h 


2 / 7T 

iX^T) 
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A h 

i'(M 
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0—/)"+' I 
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o = r h) 
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wobci die Cauehysebe Forme] 4) nngeweudct wurdc, mid die Differentiation sicli auf t bezieht, wofiir 
nncli Ausfiibrung der Differentiation f zzz c h zn setzen ist. Ebeuso bat man: 

s# __l V y; | AO (lt _ 2/tt y B k ( AO \*—* *)“* (z—ty*-' 

~ !’(—«) — A' 0—0*+‘ — r(—w) Zi !’(>«*) 2in A- ((— 

!’(—«)— 1 « ' ' (*— 0 M+I ’ 


wobci die Definitionsgleioliung 29) nngeweudct wurdc. Die Derivntioncn beziclieu sicli auf / und sind 
zwisclien den Greuzen a mid e. k zn nelmicii, wiihrend c bci dicsen Dcrivationcn als constant zn bctrncliten ist. 
Wir liaben also 


= if f(s\ + 


!'(-«) 


h 

y> 

L _l 

0 


A 


I 1 

I (2—()■ + ' I,,. 




1 V '7?-',,-1 e^t 

»’(-«) ^ I'M ' 


Weil die Differentinlqnotieuten nur specielle Fiille der Derivationen sind, und man stets fiir gauze 
positive Indices setzen kann 

[Dn~'l<\t)\ l=Ch) = ‘j)A-' F{th 

t — a 

so knnii man die vorletzte ft] ci cluing etwas oompendibser sehreiben, wenn man winder 

m 

f(S) ~\^(z-!/rA 

setzt, es ist namlich dann 


124) 



if m 


2/rr 


V- 

/ r n 


C r 


r(—«)Zl 1 \pf,S n 


Pr” 


A0 [t—gr) p r 

(z—ty* 


Daduvek ist nun die Derivation eincr .solclien Function in Bezug auf ilire Vicldcutigkeit vollstiindig 
cdiarakterisirt, und es ware uoeli binzuzufiigen, dass ausser den Punkten g aueb noch z = oo ein Verzwci- 
gungs])imkt der Derivation ist, wie sicli leiebt durcli abnliche Uberlegungen ergibt, wic im vorigen Paragra¬ 
phed Es liaben namlicb aueb bier Uinkrcisnugen nm z — oo dicselbe Wirkung wie gewisse gleiebzeitige 
Umlitnfe uni die einzelnen Pnnkte y. Da? Verhalten ini Punkte a ist bier wieder nach 37) zn beurtheilcn. Wir 
liaben also bier den Satz: 

* 

„Die Derivation eiuer Function der ebeu betraebteten Art bat ausser z = u und z = oo uoeli eben so 
vide weiterc Verzwcigmigspunkte als die Function Pole und Ycrzweigungspunktc besitzt; diejenigen Zweige, 
welelie beim Umlaufen uni die Pole der Function entstehen, sind dnreb gewisse Differentialquotienten, die 
Zweige aber, welelie beim Umlaufen mu die Verzweigungspmikte der Function entstehen, durch gewisse 
Derivationen ausdruekbar.“ 


8 . 


Wenn cine Function f(z) in der Uingebung des Ausnahmepunktes c die Darstellnng gestattet 


m = 7 
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(*—°y 


g i (-— c )> 
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uutcr GAz—c) cine inncrlia.ll) cincs gewissen nm c geschlagenen Kreises convcrgenle Polenzreibe von ^— r 
vcrstamlcn, so bat fiir dcnsclbcn Bercicli (ler v-te Differcntialquoticnt bekanntlieb die Form 

f® = ( zJ[ s y+A G i(*— e )> 

wo G i (s—c) innerbalb dessclben Kreises convergirt wie (?,(?— c). Znr Vcrvollstiindignng dcs Bisherigen 
musseii wir min untersneben, ob uml in wiefern auch bei Derivationen ein analoger Satz gilt. 

Wir betraebten zuniiebst die einfaebe Function —-kp tlaftlr baben wir die Glcichung 114), wclebe, 

wie man sicli Iciebt iiberzcugt, ancli fiir beliebige l gilt: 


■ (z — c)p+’ 1 -‘ 




1 _ __ 1 . [ c / + f ^r~ c r 

dd (z— c ) p F(—«)(s— c)P+ n (a — cy ~ 1 L J {z —«)’ !+1 

nnd liier entwiekeln wir das Integral naeh steigenden Potenzen von z—c. Man erbiilt zuniiebst 


'—1)"‘ M 


D — r(_„) (z—c)p+ n ( a-e)r+ n _ 

(z-cy+t+y 


n+p 


-hi 1 




/«+i\ (~— c )_ 

v l /(«+p+l,(«—<0 


. .]. 


+ ( 2 ) (w + p 4- 2) (« — c) 2 

woriu nocb c' zu bestinnnen ist. Fiir z~ a und real >1 < U komuit man anfdic Peibe 

1 . /«+ 1\ _ _1 _ , (n + 2\ 1 _ ») . 

n+p \ 1 ) H+p+ 1 v 1 ) n+p + 2 ‘ ' F(p) 

somit ist, da die Derivation in diesem Falle versebwindet, 

C, = -( M ) B+P -— V(p) ’ 


wir li alien also, und zwar fiir a lie n die En twiddling 


v n 


a (~~ C ) P 




1 


1 


r(n+p) ___ 

l'( p)(z—c) l,+n l'(- — 11 ) (a—&)”+>') n+p 

(c-e ) 2 


«+l' O 

1 / {n+p+ 1)(« — '0 


«-t-2\ 

2 ) (n+p+2)(a — c)‘ 


A- . 


!1 


weldie uni or (ler doppellen Voranssctzmig gilt, (lass mod (p —c;)ciiio(l (a- c) und p + n keine gauze negative 
Zald isl. Wir wollen sie knrz in dcr Form schreiben 


5 „ 1 A 

D = 5^)7+-. + =)> 


125) 


wobei dann A cine gewisse Constantc und ll(z —e) cine, innerbalb eines mit deni Radius mod (n r) nm r 
besebriebenen Kreises eonvergente Polenzreibe vorstcllt. 1st aber pA-n cine gauze negative Zald, so koininl 
in dcr obigen Enlwieklnng ein Logaritlmins vor; wir sebreiben dann fiir diesen Fall: 


* 1 Al(z _ c) 

T) n --— = 7 —— . A- //(-— c): p + n ganz nud negaliv. 

•Y (z—cy (; 2—C)P+ n V 1 & * 


Nnn betraebten wir die allgemeinere Function 




120 


127) 


worin G{z — c) cine in dcr Umgebung von c = c syneetisebe Function bodcutet mid besebreiben wir 11111 c 
cineu Krcis, dcr alle andcrcn Aiisnabme]iiiuktc von f(z) ausschliesst, so ist dann G(;-~r) iuucrlialb dieses 
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Kreises nncli ganzen positiven Putcnzen von z—c entwickclbar. Will man diese Functioncn deriviren, so bat 
man zu unterscheiden, ob die nutcre Greuze a tier Derivation innerbalb dieses Kreises liegt oder ausserlialb 
desselben. 

Liegt z in unmittelbarcr Niilie von c, nnd a innerbalb dieses Kreises, so darf man in der Gleicbung 


128) 


D n m = if 




. Giz—e) 


auf (lie reebte Seite sofort die Formel 48) anwenden, wenn man darin (z) und bczielningsweise dnrcli 

G(z—c) und - ersetzt; man erbiilt dann 

v } (z—c)* 7 


D'fa) = (X 


G(z-c) Jf 




H ' G'{z —c) j )"~ 1 


(,-c). 


+ 


a"{z-c)ir 


(z-cy 


und wenn man fur die Derivationen reebter Hand die unlcr 125) und 12G) gefundenen Ausdriicke einsetzt, so 
ergibt sicli damns ein Kesnltat von der Form 


129) 
oder 
129 a) 


ztao 


G t (z- e) 

(z —c) p + n 


+ ) 


D n m = 


G x (z—c)Hz—c) 


-f- (z- —c). 


p+n ganz und negativ. 


lliebei sind G x (z — c) und G 2 (z — c) Potenzreihen von z — c, deren Convcrgcnzbereicb sick bis an den 
Punkt a ausdehnt. 

Liegt dagegen in 128) die nntcrc Greuze a ausserlialb des Convergenzbcreiches von G(z —c), so liissl 
sicli diesc Derivation nacb 01) in zwei Thcile zerlegen, deren eine Thcil cine Derivation ist mit der unteren 
Greuze h , die man innerbalb dieses Convergenzbereiches annehmen kann; dafiir gelten dann die Fonneln 
129) und 129) (l nnmittelbar; der andere Tbeil ist aber ein bestimmtes Integral, das sieli dann in der Umge- 
bung von c naeb ganzen positiven steigenden Potenzen von z — c entwickeln liisst. Es bleibt also aueli fiir 
diesen Fall das Kesnltat 129) und 129) a forme]] bestebeu, nnr debut sieli tier Convergenzbereieb von G x (z— a) 
und G’ 2 (z — c) niclit mehr bis a aus, sondern nur bis zu jenem Ausnabniepunkte von f\z) 7 wclcher dem Punktc 
c am niichstcn liegt. 

Die Gleiebungen 127), 129) nnd 129 )« entbaltcn folgenden Satz: 


..Vcvbalt sicb eine Function f(z) in der Niilie Jes Punktes c so wie —r- 

1 w 


, so vcrbalt sicb deren Deri¬ 


vation in der Niilie dieses Punktes wie , \ , oder A— —' jenaebdem p + n keinc gauze negative Zald 

(z— cY+ n {p-cY+» 7 ' 

ist, oder cine solebe. p ist dabei vollstandig willkiirlicb. u 

Das ist die Verallgcmeinerung des Eingangs erwiilmten, die Diffcrcntialquotienten betreflenden Satzes. 


9. 


Wir wenden uus nun noeli zur Betraehtung tier Derivation ganzer transsccndenter Functioncn. Dicselben 
sind bekanntlieh dureb imnicr convergente Potenzreihen darstellbar nnd auf sic konnen somit die Fonneln 49) 
nnd 5G) obne Weiteres angewandt werden. Man erbiilt dadurcli die bciden Entwieklungen 


( 4,n..„. _i_ l_ r o) _ 

JJ l\~) IV— h) (z—a)” L n H — 1 1 n — 2 1.2 

130V v v 

_i _r/VO 

1 —ay L n 


•] 


J) n A*) = - 


_ 

r( — n ) (z — a)" 


f(a) . f" (a) 2 

■, (z—a ) -i - 7*1 w.y -t(^— «) + • 

m( 1 — «(1—/i)(2—«) 


die I'iii' jcdc.s c und a gelten, weil bcide Ueilicn iiiinier convergircn. 
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Man hat also unmittelbar den Satz: 

„Die Derivation einer transseendcntcn ganzen Function ist demnach wieder cine tran^secndentc ganze 
Function, dividirt durch (s—a)\ w [Vgl. den Satz in Paragraph 1. dieses Capitels]. 

Verglciclit man die in 130) redder Hand vorkommenden Reilicn, so hat man, indeni man a } z } —n 
beziehungswcisc durch u , u, n ersetzt, bei Anwenduug von Summenzeieheu folgcude intcrcssantc Glciclinng 

v (1 ( c '> 0 ; ‘ _V f h!( (* —“)* i o i, 

n+h 1.2. ..h ~ JLn{n-bl). ..(«-+-/<) ’ ; 

0 0 

welchc (f als transscendente ganze Function vorausgesctzt) fiir alle u } v und n besteht, ausgcnoinmcn, dass 
n cine ganze negative Zalil ist, wo beidc Seitcn uncndlieh werden. [Ist jcdoch f keinc ganze transscen¬ 
dente, sondern einc beliebige Function, so kann diesc Gleichung 131) naturlich nur mehr fiir solclic Wertlie 
von u und v bestchcn, dass beidc Reilicn glcichzeitig convcrgircn. Die Grbssc n blcibt aber immer noch will- 
kurlich.] 


10 . 


Allc bislier bctrachtcten Functionen hnben zu dern Ergcbnissc gefiihrt, dass die Derivation solcher 
Functioncn ausscr z — a und z = OO noch cbenso vide wcitcre Unstctigkcitspunkte besitzt, als die gcgcbenc 
Function derer ini Endlichen hat, und dass der allgemeinstc Werth der Derivation sieli aus der eindentig 
genommenen Derivation (die fiir z~a und realwcO vcrschwindet) und gewissen zugebbrigen Zweigcn 
linear init constantcn Coeffieienteu zusammensetzt. 

Diescr Satz gilt nun allgemcin fiir solche Functionen, die im Endliclien, nacli der Bczeichnung des 
Paragraplien 4, Capitel I bios Unstetigkeiten erster Art besitzen, d. li. solclic IJnstetigkeitspuukte c, fiir 
welchc sieh eine Zalil p von der Beschaffenlicit fixiren lasst, dass fiir allc Anniiherungsriehtungen 


Lim [{t-c)p^f(t)\ l=cj = 0; Lim[(<—c^-VC)]^, = os, 

unter o einc beliebig kleine positive Grosse verstanden. 

Dcnu man sicht Icieht ein, dass in der Gleichung 


b n f(?) = 


i 

r(-«) 


r f(t)dt 

J {t—z) n + [ 


zu Unstetigkcitspunkten der Derivation ausser c a und z = co ebcu nur die Unstctigkcitspunkte der 
Function f(t) Anlass geben, und dass der allgemeinstc Werth der Derivation gefunden wird, wenn man 
rcchtcr Hand den Integrationsweg als eine beliebige Curve voraussetzt. Dicsc beliebige Curve lasst sieli daun 
ersetzen durch die Streckc az, welchc keine Uustctigkeitspuukte von f(f) durch- odcr uinlauft, der aber 
gewisse, in a beginnendc und solelie Unstetigkeitspunktc linilaufendc Schlingen vorangchen. Diese Sehliugcn 
schliessen den Punkt z allemal aus, daher bcstcht der allgenieinste Werth der Derivation solcher Functionen 
aus der eindcutig genommenen Derivation und eiucr Snmmc von Curvenintcgralcn, die in Bezug auf z (bis auf 
die Irrationalitat e~ 2in * ) durehaus eindentig sind. 

Bei solchen Functionen kbnncn dann anch in a nur Unstetigkeiten erster Art anftreten und die Unstetig- 
keit der Derivation in a ist dann ein fiir allemal durch die Gleichung 37) charactcrisirt. Indcm wir nun die 
Derivation solcher Functionen, die Unstctigkcitspunkte zweiter Art aufwcisen, bier nieht mehr betrachtcn, 
gehen wir gleich zu Beispiclcn fiir das Bisherige iiber, wobei sieh auch von sclbst Anwendnngen auf lineare 
Diffcrentialgleicliungcn darbieten werdeu. 

‘.iti 
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V. 


Beispiele. Anwendung auf lineare Differentialgleichungen. 

1. 

Die rationale Function 


1 


^ — l+z* — 2 'z+i 


1 


2 z—i 

hat die beiden Pole =:—i mid z — H-r, man hat dcm nacli i’il r diesclbe nacli Form cl 119) 


1 




wobci die A gewisse Zalilcn sind, wiilireud man flir die R nacli 118) findet: 

7 > _ f / + _ 1 - 71 

‘° i'(— »■) L(i+**)(*— 0 n+1 !<=-•> ■’(— n )( z< 




R.-jja- r __ i - 77 _ 

1_ F(—«)L (!+<*)(*—! f)"+‘Y = ,i r(—n)(z—i)’‘+' 


Sonacli ist jetzt 


132) 


Id" 


1 +z*\ 


JJ > iT? 




~h 


V T 


1 1 { - h) (z /)”+ 1 I ' (- H ) (5—O” 4 * 1 


Flir n =—1 gibt diese Gleiehung das bekanute Resnltat von der unendlicbcn Vicklcutigkeit der Function 


arc taiu 


Die recliter Hand stebende Derivation 

i n rh‘ 


— ' Ti” _i_i TV' — 

“2^ z+i 2 V z—i ’ 


w el die cindentig zn nehmen ist, erlanbt mittelst Form cl 110) die Davstcllnng 


|- 0 + 0 " 

J 0—«)" 


• (c —O’' 


r n 1 / r t • (2-H) a * [ I’ —0 1 

13 '0 1-kc 2 2F( — /?)(^4-/) n+1 L 1 + J — «) 7i+1<L I 2d 1 — **) («?—/)"+* L 2 + J (c —a/*+‘ ^ r 


) 0-0" 




die fiir alle giltig ist. Wolltc man diese Derivation in (stets convergentc) Rcihcn cntwickelt haben, so konnte 
man die Glcicliungen 95), 96), 100), 102), 103) and 104) solort dazn beniitzen, wenu man darin z uml a 
bezielmugsweise (lurch z±i und aHb* ersetzte. AVir wollen es miterlassen, solclic Reibcn explicite herzu- 
sebreiben, dagegen wollen wir liir diese Derivation cine lineare Diffcrcntialglcicbung mit ganzen rationalcn 
Cocfficicntcn zn gewinnen suclicn. lFaben wir cine solebe Differentialgleicbung von moglicbst niedriger 
Ordnung gclYmdcn, der 

1 


D 


1 + 




als Function von c bctrachtct, geniigt, so muss dersclben aucb, wegen der Eindeutigkeit ibrer Cocfficicntcn, 
der allgcmcine, dreigliedrige Ausdruck 132) 

if 

geniigen, und /war vorerst nur fiir gewisse a, dann aucb iiberhanpt fiir bcliebige A. AVir sebliessen daraus, 
dass cine solebe Diffcrcntialglcicbung. weil ibre Posting zwei Constante bat, notbwendig von der zweiten 
Ordnung ist; weiter kann man nocb sagen, dass sie niebt homogen scin wird; den lioinogcncn Tbcil dicscr 
Differentialgleicbung, gleicb Null gesetzt, werden aber die mit \ und multiplicirten Ausdrtlckc einzcln 
hclricdigcn. 


















Thcorie tier Derhmtionen. 


20?. 


Die verlang-te Differentinlgleiehung wirklicli 7.11 bilden hat 111111 nidit die mindeste Sehwierigkeit, wir 
kennen ja selion ilire Losung 132), statt dor man aucb 133) nelmieu kaim, wenn man unter c i mid c t jet/.t 
beliebige Constante versteht. 

Setzt mnn in 133) znr Abkiirznng 


(' (C-f-/)'* 1 . (' O’* ;_ / 

, -f- I . f/c - J . \ Cn -f- I , (I? - */n " 

1 ) (r—(/)"+' ” 2 J (c—«i" + ' 2 


so lautet diese Gleielmng 


if , L ; 


J, 




i+c 2 2 r(—-w)(-+0 w+1 ^r^ic-cr 11 ’ 

nud dnrdi zweimalige Differentiation erlialt man daraus 


D 




1 


j. 


J n 


i) 




1+^ “ 2 r(— M _n(jr+i)«+* 2 i'(—«—!)('+/)"+ 2 r(—«)(i+c 2 )(~—«)"+' 

i J t / ,4 (3;/+5)^ 2 —■«(m+2)c+h + 1 

l+^ 2 — 2 l (— n —2)(~+/)"+ 3 2 l'(— n —2)(:—0" +3 0 + — w >' ,f2 


Kliminiit man ans diesen drci Gleicliungen die beiden Integrate •/, und J t , so erldilt man naedi einiger 
Reduction: 

^+' t )J) j^.2 +20M-2);// +I« + 1 K» + 2) l)\~z = r (_ „)'** 1:> ’ 4) 

als vcrlangte Differentialgleielmng. Wir wollen dieselbe aiieh lioeli anf einem amleren selir einfaehen Wcge 
herleiten, der die Kenutniss der explicite hingeschriebeiien Losung 133) nidit voranssetzt. 

Setzt man liainlieh zur Abklirzung 

1 

l-t- 3 2 “ ^ 


so hat man daraus 


(1-K? 2 ).*) = I- 


Derivirt man nun diese Gleielning naeli der Fornicl 48) zum Index n + 2, indem man in letzterer (-), 
<p % (z) uud n beziehtmgsweisc dureh l-h~ 2 , w, n+ 2 ersetzt, so erhiilt man unmittelbar 

(1+**) i)’ ,+S w + 2(; i + 2)..'.i> n+ 'oJ+(« + l)(« + 2) jf + '( 1); 

a a a a 

wird liierin linker Hand fiir w der Worth — „ gesetzt und redder Hand die Constante 1 uacli 39) derivirt, 

1 4 -z* 

so wird diese Gleieiinng mit 134) identiseh. Setzt man in 134) 

1 

1+1 


D 1 —.- = «■ 


so bat man 


(!+**)Sr + 2 (”+ 2 )~$ +(” +1 >(»+2 )?= ’ 


ih 2 7-V— 

zu weleber Differentialgleielmng naeli dem Vorliergehenden die Ldsnn 

1 


9 = D , . .1 + 


Y 1 + ~ 2 (z + i) n + l (z — ?) 




135 ) 


130 1 


• 20 ' 
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geliiirt. Zur liomogeuen Diflfercntialglcichnng 

137) (1-4-s 2 ) — + 2 (h + 2)^^+(h + 1)(h + 2 ) = 0 


geliort demnaeh die Losung 

133) *“(,+V' + 5=fc'’ , ' S " 1 

wo nur der Fall n — — 1 ausgcscblosscn ist. In diesem Fallc wird aber 135) selbst lioniogen, da her ist naoh 
136) liiefiir 

138 a) t = c i arc ,an n ~ n — — 1. 


Ferncr liisst sicli ans 135) cine homogene Differentialglciclmng drifter Ordnung bilden, mid deren Losung 
vollstiindig angeben. Differenzirt man niimlicb 135) cimnal nacli cr and eliminirt man bierauf die rcclite Seitc, 
so hat man, y fiir o schrcibeud, 


(l+z*)(z — «) < y^r +[(,3«+8)s*' — 2«(h+3)^4-«-4-2] ^ + («-+-2) (3»-+-7) c— (»+3)«] - 

+ (» + !)(»+2)*/ = 0. 


<> 2 /. 


139) 




Ilievon lautet die Losung 

140) 


7. = 




(~+0" +l (~—0 


■ - ;> + <’ 


ausgenommen dieFiillc n — —1, 0, +1, 2, 3..., wo sicli diesc drei Particularliisungcn auf bios zwei redneiren. 
Wir wollcn nun aucli diesc drei Ausuahinsfiille erledigen. 

Xm Fallc n — —1 rcduciren sicli von deu drei Particularlosnugen, die wir folgewcise mit •/,, y, nnd y 3 
bezeicliuen wollcn, x* «nd x 3 auf Coiistantcn. Wir setzeii demnacli n~— 1—o', also 

X 2 ='~+ 0 S ; Za = 


Dann ist 


Lim 




arc tang z 


eiuc ncue Partieularldsmig, die wir statt y 2 nelrnen konnen. Jetzt konneu wir die drei Partieularlosungen 
schrcibcn: 

Zi = D j -f-0* ’ ^* 2 1 + 

a ~ a " 


Driickt man diese Derivationen durcb das bestimmte Integral 65) aus, niimlicb 


_ 1 r dt _ 1 r 

Xl - r(i+o) J (i+<*)>—<)- 5; Xs - r(l) J 

a a 

nnd bildet man 


L'(l + 6) _ 1 | 

r ,u i 

r(r—0 5 -ll 

o r(i+a)J 

11+^ 2 

L~ o' J 


so erbillt man durcb Grcnziibergang fiir 6 = 0 die none Particularlosnng 


dt_ 
1-M 2 ’ 


f l ( z — t) dt 

J 1+f 2 ’ 








Thcorle tier Dcrirationen. 


2 or, 


die wir staU •/, nebmen. Wir liaben somit die Losung 

: 1(3—t) lit 


7. 


r l{z—t)d 

'J l+< 2 


+ c, are tang ~+r. 


n=- 1 . 


140«) 


Etwas einfaelier gestaltet sieh die Saebe fiir n =0, 1 , 2 ,. . in diesen Fallen wird in 140) y, linear 

aliliiingig von 7 . 2 nnd y 3 . Bczeichnct v cine ganze positive Zabl oder aueb Null, so setzen wir n =v—o und 

- v _ 5 1 f _ * „ 1 _ 1 _ 1 
7-. = 1) j^zt > /. - D x* - (-+/)•<+,; 7 j - (._,-)»+1 • 

Driickt man diese Derivationen dnreli das Cnrvenintcgral 29) ans, so bat man: 


rjv—£_+]) f r ( v +0 f 

Vl - 2 i- (!+<*)(<— X “ 2 / - •[. (l+/ a 


<// 


worin, wie gewohnlieh, der lntegrationsweg 7v7 von « ausgebend inn c cine Sehlinge biblet, die die Punktc 
± f anssebliesst. Biblet man nnn 


_ P( v — ^+ 1 ) / 

■' P(v+1) ' _ F(v—o + l) f 

“ o “ 2/ - -I ( 


(// 


r (?—~) s - 1 1 

,v + l I- o J’ 


,0+'*)('—=) 

so erbiilt man damns dnreli Grenziibergang fiir nnendlieb abnebmende o die none Particularlbsnng 


r( 


v + i) r 

2 in ■!. 


l{t — z)dt 


1.(1 + 

die man statt ■/, nebmen kann; es lantet dann die vollstandige Losnng von 139): 


n — v. 


140/,) 


f _ _e 2 _ 

(1 +/*) [t—:)■'+' (- + ■i) v+t (z—;y+ { 

Somit erseheint die Differentialgleicbung 139) nnter alien Umstanden gelbst. 

Genau dieselbeu Betraebtnugen, die wir in diesem Paragrapbe auf die Function anwendeten, 

1 

lassen sieh aueb auf die Function >-— 77 --r- anwenden. wodureb man aueb etwas allgerneinere Result ate 

(z—b)(z—c) 


erbiilt. 


Die zweiwertbige algebraisehe Function 


m = 


v/W ; 

deren Verzwcigungspunkte z=zzkl sind, liefert bei einer einmaligen Umkreisung mu den Punkt +1 im 
positiven Sinne (vergb Paragraph G des vorigen Kapitels) 

1 1 1 1 C dt 

' D ‘\/w j + 'x—")d. yi-T* \ s -ty+'> 

+* 


und bei nocbmaliger Umkreisung im selben Sinne 


j 1 j _ _u 7 ?i * 1 f ____ ^ _ 1 r ( [ { 

\D 1 - + 7 \/i — + M H +1 v/i—>»+' r c—«)i +1 V i_/ 2 (c-o" 


■ 1 


= 7 / 


s/1— ^ 
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Zwei Umlaufe naeh einander um den Punkt -hi geben demnaeh dasselbe, wie kein Umlanf; und all- 
gcraeiner, eine ungerade Anzabl von Umlaufen mn den Punkt -hi im selben Si line hat die Wirkung eines 
einzigen Uudaufes, eine gerade Anzabl von solchen Umlaufen hat dagegen gar keine Wirkung. Dasselbe gilt 
auch beziiglieli des Puuktes — 1. Soli dabcr von Umlaufen um diese Punkte iiberbaupt die Piede sein, so 
muss deren Anzabl um jeden dieser Punkte eine ungerade sein, die wir = 1 annebmen konneu. Der all- 
geiueinste AYeg, den die Variabele z besebreiben kann, bestebt demnaeh aus aufeinanderfolgenden ein- 
maligen Umlaufen abweebselnd inn die Punkte -hi und — 1 . Hiebei sind aber zwei Falle zu untersebeiden: 

llort man mit Uinkreisungen um den Punkt —1 auf, so 1st f(z) — H- 7 = L geworden und jeder Punkt 

\/l— 2 2 

ist gleicb oft umlaufen worden. Dalier ist 




=fv/l 


1 a r dt 

—h + *'(—«)•>. \/ \—t' 1 

A -f I v 


\/i —t' 1 u— <)"+' \/l—/* (*—0"+' ’ 


lit 


wo A eine beliebige gauze Zabl ist. Hort man dagegen mit Uinkreisungen um den Punkt -hi auf, so ist 

i }f 1 J_ + />+1 f dt _ L _ f . . .- — 

\ J : . \/i-^ 0" +t 


-ty +l 


Zu untersueken ware noeb ; wie sieb die Saebe gestaltet, wemi man umgekehrt verfiihrt, d. b. zuerst den 
Punkt — 1 , dann den Punkt -f-1 11 . s. f. umliiuft; tlmt man dies aber, so komint man wieder auf diese beiden 
Formeln zuriiek, nur stebt dann —A statt A. 

Die beiden reehter Hand vorkoinmeuden Curvenintegrale, die wir voriibergebend mit J +t und «/ t 
bezeiebnen wollen, sind Derivationen nacb t zwischen den Grenzen a und ±1* Niimlicb 




■■(i 


if dt _ 2 ir. 

r (-«)-i +1 ~ r( _„ )r Q 


2k 


<= ) 
D 


und analog ist 


r(—>»)r(J) (=n + 1 (■ z — t ) n+> ’ 

_ 1 C dt _ 2 k 1 

*l,V^ := < r (-— 0 "+' “r(_„)r(J)’ A 1 

Drilckt man dieselben naeli 05) dureh das bestimmte Integral aus, so ist weiter 

J 2 V ,H J. _2_ f _ 1_ 

+ r(—»)J n—>0J v/i— /*(-— t) n+i 


Ualier ist 


A,h 


_ X J_ = _^_f 

' l’(—")J \/l—<*(«—<)" + ' 


Fiibrt man das in die obigen Gleiebungen ein, so resultirt 

+1 

„ 1 vx 

= D 


1 


141) < 




Vi 


1 2 A r dt 

+ r(—»)J t v'l—0 n+ ' 


( _J_ | = - jy 1 + 2 f ^ + f__J_ 

v" 1 — - **' t \/i— ?* •’(—«)J \/1— (-_<)»+' r(—«) 3 \/i — # a (- —0" +1 
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wobei die Integrationen nach t nunmekr eindeutig zu nehmen sind. Fiir n = —1 bat man wieder eiu 
bekanntes Resultat. 

Um eine linearc Diflerentialgleiclning fiir diese Derivation herzuleiten, werden wir ung einer Metbode 
bedienen, die auck irn Folgenden fast aitsschliesslieb zur Geltung kommen wird. Handelt es sicli namlicb 

z 

allgemein daruin, eine lineare Differentialgleiehung rnit ganzen rationalen Coeffieienten fiir J) f(z) aufzu- 

a 

stellen, so bilde man vorerst cine lineare bomogene Diflerentialgleiclning mit ganzem rationalen Coeffieienten, 
weleher f(z) geniigt, und dcrivire dann diese Diflerentialgleiclning, wobei die Formeln 48), 62) nncl (54) 

zur A ii wen dung zu koinmen liaben, dann bat man unmittelbar die vcrlangte Diffcrentialgleiclmng fiir J) n f(c). 

a 

Im vorliegenden Falle hat man also zuerst die Differentialgleiehung fiir 


v/i— 


zu bilden, dieselbe lautet 


oder 


(>-■)« 


= 0 


(1 —— zoi — U. 

Dcrivirt man nun diese Differentialgleiehung, so hat man nntcr Benlitznng von 48) 

(1— . Jf 2 nz 1) jj'- 2 co' 

a a a 

—zj) n u—n jj'-f = 0 , 

a a 

wobei a und n beliebig sind. Wciter ist naeh 62): 

D »=D w - 

a a 

1 / r \ n 

JJ ' J = I) “• 


1 


1 


•’(—«) \/l—« 2 (~— l 
1 1 




•X 1 — '0 s/1 —«*(*—«)" 

i i 


l'(2 >() \f 1 .«')»— 1 ’ 

und (lurch Einfiihrung dicscr Werthc gclit die derivirte Differentialgleieliung iiber in 

1 . \/l—n 


(1 -^jj^-^n^zjf^jf-', = 


Sctzt man zur Abkiirzung 


t.k-I r.n —1 1 

D * = JJ ■/— 

a a V 1 ~ 


so lautet also die Differentialgleieliung 




A — (“ a+ 1 )' a- 


i \/1 — o' 1 

I' (— n) (c—«)"+ 1 ' 


1 - 12 ) 


1) 


n-i 




zu weleher, vermoge dcr Hcrlcitung, 
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cin Integral ist. Dalicr ist aucb 


9 = IT) 


frVr-?! 


eiu Integral dersclbcn, was nacb 141) nur moglich ist ; wenn tier Ausdnick 

+i 

, _ r _ i]t_ 

J V l— t'(z—tY 


tier homogenen Differentialgleichung 


d*-p 


143) (1—; 2 ) —(2« + l )z d } — n 2 ^ = 0 

dz ' dz 


geniigt. Setzt man in 142) <i — ±1, so crlialt man diesclbe homogene Differentialgleiehnng 143), von (licscr 
siud somit aueh 


■Pi = D 


>-i 


\/w ’ 


W = D 


M—1 


1 


ff v/1^ 


Particnlarlosungen. Diese drei Particnlarlosungen ^ 0 , ■>), and sind, wie es aucb sein muss, nacb Gl) von 
einandcr linear abbiingig, wir konnen somit als vollstiindige Losung von 143) die folgende nekmen : 

+' 

144) 


■ —1 


t = l ’i I) n=r ? + 


lit 


1 >/1 —2 2 ‘J \/l~ ’ 

dann lautet aber die vollstandige Losung* von 142) : 

145) ? 


+ * 


-r-k n - 1 ^ . _ - y \ n — 1 1 , f lit 

•? \/l—\7w J A/l-( ! (r- 0"’ 


Aus 142) lasst sicli ferner ebenfalls dureh noebmalige Differentiation eine komogenc Difterentialglei- 
cliung dritter Orduung bilden und vollstiindig losen ; nanilieh, wenn man y statt y sebreibt: 

140 ) \ ^ ~ [( 3 ^ + 4)^ 2 — (2n+o)az — u— 1 ] — (^ 4 - 1 )[( 3 m 4 --)^—(>* 4 - 1 )«] J~ 


— «*(/*+ l)x = 0. 


Die Losung hievon lautet 

14? ) x = <•! i) H ~' —j- 1 


+ i 


\/l- 




4" Cj 


f/f 


\J 1- Z Z 3 J ( \/1 — t'\z - t) n 


ansgcnomincn die Fallc a __ ±1 odcr n = 1 7 2, 3... ; wo sicli die drei Particnlarlosungen auf bios zwei 
redneiren. 

lm Fallc a — +1 neb men wir vorerst 


.. _ _ f ~\ n ~ 1 I _ r \ n ~ 1 I 

\/ W ’ v/l--’* 5 


_ r <ft 


dann ist nacb 61) 
X 


i _i r </< i t// 

i s/i — c* r ( 1 — >0J v/l— ? 2 (c—0" — * / ' 1!+, '(l—"U v/i— / 2 (— 0" 

1—5 1—5 y v J 
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Bildet man nun 


Liin \ /a j = r 

I \/o N 1(5 = 0) l (1— >i) 


0\/ 2 0— 

so hat man offenbar eiue neue Partieularlosung, die wir statt y t nehmen ; sie lautet, abgeseben von con 


stanten Factoren: 


7. 


1 ~ (1— ^) n 


Somit hat man in diesem Falle statt 147): 


Q * w _ | J /» 

(1-2)" +C2J P \/r^ + t;i J ( "\/l—t 2 (a— 0 » 


1st in 146) a — — 1, so uehine man 

■A»-i 1 

X, = I) 


. v/t_ 

— 1—0 \ 1 


T-vW 

Xa = T) 


ii ’ X3 .) \/i —«*(»—/)- * 


+1 

f 


fl = +l. 




man findet danu naeh derselben Methode ans 


Lim Pq*Ll 

L \/o % J(fi = o) 


die Partieularlbsung 
so dass jetzt ist: 


Xi = 


1 


(l+z) n; 

+i 


X ( 1 +z) n + <2 -? v/ 1 — . 2 2 + ° 3 . f \/l—<* (*_ 0 " 


1st endlieh in 14G) n eine gauze positive Zalil = v, so setze man 

’ -8-1 1 -Av-I 1 


-M 


x, = V 


v.2 — D 


a =—1. 


f dt 


\/l—^ s/l — z 2 

and drtteke die Derivationen dnreli das Cnrvenintegral 29) aus: 


X. 


_ i \v — $) r g) 5 (?< 

“ 2ir - A- 2 \/l—t*(t-z)'' ’ 


r(v) f 


Bildet man dann den Ausdrnck 

r(v-o) 

X. -w^-X 2 


r(Q _ r (v—ff) 

s 


dt r(/— zf— li 

—t r (z —fpL ”5 J ’ 


V 1 —t\t— g y 


(t—zf—l 


2in •; %V /l _ t \ z -ty 
so gibt der Grenziibergang fiir o N zzO die neue Partieularlbsung, die wir statt y, nehmen, 

j /(/— z)dt 




K, \/1 —t'(t—zY 


Es kommt somit fiir diesen Fall statt 147) : 


7. = <•’, 




l(t — z)dt *.,_i 1 + r dt 

— - 1 - 1- c, T) - -- + c, — 7 -; 

V' \/l— ** .) v/ 1— t?(z — t\‘ 


V i—^ 


w = v 


147a) 


1476) 


147c 


der Integrationsweg A r 2 hat, wie gewolinlich, von a auszugehen und eine Schlinge mu z zn bilden, die die 
Punkte t = ±1 aussehliesst. 

Detnnaeh ist die Losung von 146) uuter alien Unistanden dnrchgefUhrt. 
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3. 


Die Function 




0 z—c)p’ 


wo p eine beliebige eomplexe Zalil bedente, bat den im Endliehen liegenden singulareii Punkt z — c mid ist 
cine der im Paragraph 7 des vorigen Kapitels behandelten Functionen, weil ilire logaritbmisebe Ablcitung 
rational ist. FUr einen cimnaligen Umlauf der Variabelen z urn den Punkt c im positiven Sinne bat man 


I T) n - * 

I. 0— 


- f —2 ip it JY _ ~ . ~ I _ • 

a (z— c ) p r(—n)'l(t—c)p(z—t)”+ 1 ' 


fur einen zweimaligen Umlauf dagegen 


1 


D 7^K>\ = e - iipn D 


-rx" 1 . I + e 


a (*— C Y 


nnd ebenso fiir einen h -maligen Umlauf 


+ 


e~ 2, > !t C lit 

— n) it—c]p(z—tY+ i> 


z 1 
7) n _ 

r (*-«)* 


0~ c)r l'(—n) (t—cf (z — f) n 

(' 


- e -u„ P , 4 )« 1 . 1 -4-a **«+...+e*'<*- , >** 


rft 


V c (<— 0“ +1 

_ e -2<*,« 1 sin^/i- f (It 

^ (z — cy r(— ;/) sinp 7 : (7 — c) p (z — ^) n+1 

C 

Das letzte Integral ist aber eine Derivation, namlieh 

P A _ 2ir. V(p) C (z — t)- n ~ l dt 2/tt 1 

iw^Yiz-w 1 ~wr^i (t— e y ~m,E o-'r+** 


somit ist sebliesslieh 


148) 


7 )" - lr= 4)” . 1 + 2 JjL e^^ jmplrn '= 1 . 

« 0~ 1 ? )'r a 0~P(p) !’(—«) S1 "P^ , = a 0—0" +1 


1st ganz imd positiv z-hl, so gelit diese Gleieliung in die miter 115) angegebene iiber. 

Als lineare Differentialgleiehung erster Ordnung fiir diese Derivation hat man nach 115), welehc Glei- 
eliung aueli fiir beliebige A gilt, 


1 


1 


( *_ o) if f 1 (7 _^ + ( n +P) j) n _ 1 ^ w) - ffl _ c y- 1( ._ a) „ + r 


Setzt man 


» 1 


(z—c)‘ 


= ?> 


so kann man dieselbe aneb sebreiben 


O' — c ) J z + 0 + p) ? — f 


r (— n) (a — c) p ~ 1 ( z — <t ) n + 1 


Damns leitet man durcli Differentiation leieht die homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung ab: 




h 


\z — (i) (z — c) "t~ 1) O'—o) -f- {tt -4-1 ) {Z m — c)] -+■ 1 n-t-1 ) 0+/D <p— 0. 


149) 
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Da Uievon 


? = Tf 


a ( Z ~ C Y 

eine Partieularlosung ist, so lautet nach 348) die vollstanclige Lbsunj 

2 n 1 t=c ^ i 1 

? ~ C \D (y— c )r I) 1 


150) 


welehe so lange allgemein gilt, als niclit a me oder n und p gleichzeitig ganz nnd positiv sind. 

1st cm a, so muss real /?< 1 sein, dainit die Function ^ iiberlmupt zwischen den Grenzen a nnd 
1 7 {z—a ¥> 1 

z dcrivirbar sei; dann verscliwiinlet aber die zvveite Partieularlosung, weil die Grenzen der Derivation 
znsannnenfallen nnd der Index p — 1 die Bedingung vealQj- —l)<r:0 erfidlt. Die Gleicliung 150) liefert dann 
niir mehr die einzige Partieularlosung 




rd -p) 


i 


real (p —1) < 0 


( z — a) p P(1 — p — n) (z — a) p + n 

der nuriinehrigen Differentialgleieliung 

(z —a) 2 ^ +(2»+^ + 2)U— a )~f~ 


deren vollstiindige Losung bekanntlicli ist: 


[z —■a) B+ * (z —a)”* 1 

c { 1 {z — a) -h c 2 


(j— a) n + l 


I>> 1 
P= 1 


c — a 


c — a. 


150 a) 


Im Fallc die beiden Grossen u nnd p gleichzeitig ganz nnd positiv sind, werden in 150) die beiden Par- 
tieularlbsungcn gleicli; nun sei wmv und p mA+], wo a nnd v jede beliebige gauze positive Zalil (inclusive 
Null) sein konnen, dann neb men wir 

_ _J_ . _ T v _1_ 

?i JJ — c) >+1 ’ ^ 2 (2:—c ) /v+1 

und bentttzen wieder das Curvenintegral 29), dann komuit: 

1> — o-4-l) f ( t — zf* dt * _ P(v+1) j dt 

?i ~ 27^ A ( t—cY+' it—zY 5 9 * ~ ~'2ix • - (t— c)' + ' (i— z) v + f ’ 


und bieraus 


r(v—^-4-i) 

^ P(v-hl) ^ 2 ( dt I (f zf 1 I 

—a-= 2 ir. J (t—cY+Ht—zy+'l 0 r 


(/ — c) x +\<'— zy 

woraus dureh Ubergang znr Greuze fill* unendlieb abnelimende 0 die neue Partieularlosung folgt, die wir 
statt nelnnen, 

1 (t — z) dt 
(t—cy+t ( t— z y 


j /(/— z) dt 

fi ~1 ?/l_77+' (t— 2 v+« » 


A „ 1 


so dass jetzt statt 150) zu sebreiben ist: 

( l(t — z)dt c z 

^ ~ C * A (f - C ) X+ 1 (* - Z )^ X ^ (- - 6*) > + v+1 


n m v 
p m A -4- 1. 


1506) 


27 
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Sehliesslich bemerken wir noeli, (lass unter alien Uinstanden 

1 

(z — c)r+ n 

cine PartienlarlBsmig von 149) ist; wir mllssen darans anf eiue lineare Beziehung zwisehen 


If 


Jf \ 


1 


1 


. 0 —< 0 P> Ada (z—t) n+l ’ (z—ey+* 

sehliesseu. Dieselbe findet nun in dcr That statt and lautet 

1 1 


I z 1 ( 1 \P -1 t — c [ 


r(l p) a ( Z —°) P r (— ») ,Za ('— / )" M l'(l—" p) (z—cy+ n ' 

den Beweis hieflir iiberlassen wir jedoeb dem Leser. 


4 . 


Fine abnliehe Function; wie die im vorigen Paragraphe behandclte, i.st die folgende 

f(z) = zf(\—zy>, 


welebe die Ausnalnnepunkte 0 = 0 nnd z — 1 hat. Der allgemeinste Wevth der Derivation dieser Function 
ist uaeb Gleiebung 124) 



J jfzP(\—z')i 


jy* zp(\— zy + 

. 1 ‘ (— 


2 ir.B 




i IP 
(z—t) n + x> 



( 1 — 0 * 
\z— ()"+* 


wenn die Variabele 2 den Pnnkt z — 0 A-mal and den Punkt 0=1 k -nial limliiuft. Hiebei sind A nnd B 
zvvci Constante, die nur von der Art nnd Anzahl dieser Umlaufe, niobt aber von 0 ablhingen, und auf dcren 
genaueren explieiten Ansdrnck es 1111 s im Folgenden niebt ankomint. Wir wolleu ^elmebr sogleicdi zu einer 
linearen Differentialgleiebnng filr diese Derivation sehreiten. 

Die lineare Differentialgleicbung ftir 

OJ = zP(l—z)* 

lantet, wenn man der Kiirze wegen ~ — oS setzt. 

1 dz 

0(1 - z) 0 / + [(j? -h ([) z - p] w = 0. 


Derivirt man diese Differentialgleiebung nacb der im vorletzten Paragrapbcn gezeigten Methode, so 
kommt, wenn zur Abkiirzung 



a 


gesetzt wil d: 

152) zil—z)^ + [(/> + </—2 n)z + n—p]^ + + «+lty 


(l P + { (1- 

F(—>/)(0—a) n+i; 


und dazu gehort vermoge der Herleituug die Particnlarlbsung 

f= irvo-*)*. 

a 
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Bevor wir aber cliese Differentialgleiclmng init Hilfe der Gleiebnng 151) vollstiindig lbsen 7 wollen wir 
statt der Constanten p 7 q und n drci andere Gonstanten a, p und 7 inittelst der Gleiclmng'en 

p-hq — 2 n — — a—p — 1 
n—p — 7 

n (p -h q—U -hi)— —a P 

einfiiliren. Daraus resultiren die beiden Werthesysteme 

n a oder n — $ 

p = a —7 p — P — 7 

7 - 7 — |3— 1 q = 7— a— 1 , 


die sieh von einander dnreh die Vertan seining von a und p unterscbeiden. Man erlialt aus 152) die beiden 
Differentialgleieliungen 


* 


z{\—z) 


7/? 


2 0 —-) 


A d2 r :> 


th i 


[ 7 —(«+j5+ 1 ) -?] ~~J~ - = 

[ 7 — («+?> + 1 ) 2 ] —j : —« 0 — 


r< l, -T+ 1 (1—a )T-g 

r\—a) —«)“+' 

a?——a)T—« 

f(H3)(z—«)3+' 


153 ) 

154) 


mit den ParticularlSsnngen bcziehnngsweise 


a 

155) 

p = JT ) 3 ^-T(l _ 2 )r-«-<. 

15G) 


a 


Diese Differentialgleieliungen, sowie ancli ibre zngehorigen Partieularlbsungen gclien in einander iiber, 
wenn man a mit p vertanscht, sie sind also von einander eigentlicli nielit wesentlieli verscbieden; doeli 
wollen wir der Bequemliclikeit wegen bride Gleieliungen neben einander beibebalten. 

Redueirt sieli in den Differentialgleieliungen 153) und 154) die recbte Seite auf Null, so mbge linker 
Hand y statt ^ gesehrieben werden, also 

H 1 - 2 ) (I jJz + [ 7 — («+£+!)*] d J z —afif = 0. 157) 


Uin zunaebst diese Differeutialgleiebnng zu Ibsen, bemerke man, dass vernioge 151) die allgemeiusten 
Werthe von ^(0 und die folgendcn sind: 


ip —A’p a ~' 

a 

p = A" jf~' 


—2r)lf—' 4- B' Jf ’ ’ 

t — a 

«?“T (1— *)T—-‘ + B" 

t=a 


(1— 
(-—#)• 

1 (1— 

(z->y 


<= 1 


+ O jf-1 

t= a 

-hC"'Jr 


■T ^ 

(z-ty 7 


wo die Constanten A, B, C miter einander und auf gewisse Weise aueb von a, p nnd 7 abhiingeii. 1 st die 
untere Greuze a beliebig, so haben also die Derivationen ^ 1 und ipW ausser der eindentig genomraeuen Deri¬ 
vation noeh zwei Abzweiguugen; von diesen beiden Abzweigungen kanu aber die eine oder die andere ver- 
schwinden, wenn man beziehungsweise a — 0 oder a — 1 setzt. Setzt man die untere Grenze a = 0 , so muss 
in tpd) real (oe —7 + l)>0 sein, damit die Function s a “t(l— z)! iiberhaupt derivirbar ist. Dann vcr- 
schwindct aber die mit />" mnltiplieirte Derivation und es bleibt: 


•^ZzA' — 4 - (j‘ —— 

0 t~ 0 


I 2 —7 


real (a— 74 -1) >0, 
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und ebenso ist 


*<*' = A-'jy »-* 

0 t = 0 V 6 

real (£ — 7 + 1 ) > 0 , 

und abnlieli flir a = 1 


^ ; = o (1 _ flT-P - 1 

V l) = * Jf (1— *)T-P~* + B> p ' ^ (J _ 0 « 

real ( 7 —j3)>0, 

z t — 0 /1 Ay — a — 1 

— ( 1 — + B" p~ [ 1 „ 

1 t = i v 

real (7 —a) > 0 . 


Genau unter diesen Bedingungen ftir a, p, 7 und a gelit aber iminer cine von den beiden Differentialglei- 
ehungen (153) und 154) in die homogeue Differentialgleiclumg 157) liber, dalier ist 


<p “ 

flir a = 0 ; 

real (a —7 -4- 1 ) > 0 

— ^( 2 ) 

fiir a ~ 0 ; 

real (£3 —7 + I) >0 

= rj/ 1 ) 

fiir a = 1 ; 

real ( 7 —/3) > 0 

= ^( 2 ) 

fUr a = 1 ; 

real (7 —a) > 0 . 


Da nun aber die Differentialgleieliung 157) homogen ist, so kann man an Stelle der in und vor- 
kommenden, zwar nielit ganz willklirlielien Constanten A 1 , A ,f 11 . s. w. nunmelir willkiirliebe Constanten 
setzen, und somit lautet die Losung von 157): 


158) 


f = D° ' -zy-t-'+c, - . 

O t = 0 \ z l ) 

9 = 'z)" T 7^4rp 

0 t = a V- l ) 

Z t = 0 (1 — 3— 1 

f = c, D ~—T(l« +e t Iy—' ( - - _^ )a - 

(*- 0 ? 


/= 1 
<=0 


= C, jf~' *- T(l— *)T— « +C S D 


t= i 


real (a —7 -h 1 ) > 0 
real (£— 7 + 1 ) >0 
real ( 7 —p) > 0 
real ( 7 — a) > 0 . 


Man siekt, dass biemit alle mdglieben Fiille ersehopft sind, da von den vier Zusatzbedingungen iminer 
eine erfiillt sein muss; ja es sind sogar imnier wenigstens zwei erfiillt, und das fiihrt auf lineare Beziebungen 
zwisehen den vorkommenden Derivationen, die man a posteriori verificiren kann, wenn man zu den betref- 
fenden Integraldarstellungen libergeht. 

Wir kdnnen indess diese Losungen 158) auch noeb in eine andere Form bringen. Setzt man z. B, 
real(l—a)>0 voraua, so bat man durcb Integraldarstellung 


zr 


0 




und wenn man jetzt reehter Hand 
sclireibt: 


0 — 

1 — u 


dt — 


_ g 

— - - - 9 (U( substituirt, uud dann wieder t statt u 

(1 — u * 


Jf ‘ -3“— Tf(l «)T—P— 1 


(1 — 

r(i-«) J (z—ty-° at 
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oder 


0 1 V 1 a ) 0 

real (a— 74 - 1 ) > 0 ; real ( 1 — a)>0. 


Ebenso findet man: 


U ^ r) 0 


real (p —7 4 - 1) > 0; real (1—j3) > 0. 


Desgleieben ist: 


A- =rp L_)j 


L r^~ 7 ( i—0 7 ~ p -' dt 

(z-ty 


und inittelst der Substitution t— —; dt = — ^du und wieder t flir u gesclirieben: 


* , z'-'t r ft—* ( 1 —A—® 

f =C—1)T-, 


oder 


*?■ 


Til— = (— 1 )T~«■~f>~ 1 * ^ ^ ~T ff T ^3-'(l- z)— 

l cc) J 


real ( 7 —j3)^>0; real ( 1 —«)> 0 ; 

und auf analoge Weise ergibt sieb: 

if-' =(-l) T r(1 _ |3) 

real ( 7 —«) >0; real ( 1 —/3) > 0. 


— 3-1 r (7 - f ^ gl-T j—T z «-«( 1 _ a ,)-g 


Wir babeu sowit die ersten vier Derivationen, die nnter 158) vorkommeu, durcb abnliehe Derivationen 
ausgedriiekt. Bereehnet man zu diesen noeli den einen Zweig nacb 151) (denn der andere ist wieder Null), 
so bat man das neue Lbsungssystem: 


<? = (1— ^V-°- pjc,^ 7 " 1 z-(l— ^-'+ 0 , J) ? 

( 0 t = o 

f = (l-.')r— 3] C( f)^-' +C 2 ‘xi- 


«" - I 
0 — 0 T_a 1 

r.L -1 

(2_/)t-3 ( 


f = z'-i Jc, X> 3-1f arP-*(l—*)-«+<*, J) 


t= o 

D 

t = 1 


(i-O- 1 

(e—■/)3 -t+> { 


? = 



1 (1- *) _P + C ! ‘ JD~ 

1= I 


( 1 — 0 ~ p ( 
(e— ty-i*' \ 


real ( 1 —a) >0 
real ( 1 — £) >0 
real (l—«) >0 
real ( 1 — /3) >0, 



welebes jedoeb vollstiindig unbrauekbar ist, wenn von den beiden Bedingungeu real ( 1—*)>0 und 
real ( 1 —j3)>0 etwa gar keine erfiillt ist, was ja vorkommen kann, Wir suelien zu diesem Zweckc nocb ein 
drittes Lbsungssystem der bomogeuen Diflerentialgleicbung 157 ) auf, welebes das System 159) in Bezug ant 
die Giltigkeitsbedinguugen ergnuzt. 
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Lasst man in 151) die uutere Greuze a uacli oo couvergiren, was uacb 71) unter der Voraussctznng 
real (ji —p — q) > 0 filr jedes £ gestattet ist, so erlialt man ein Resnltat von der Form 


jf z p (1— z)i -- A' Jf zp (, 1 — £)i + B' J) 


-p « ( t-O* , _ f _ . 

( y. - /V l "H ^ J 

> V / t = oo V' / 


uiid min wollen wir zeigen, dass zwischen den drei Derivationen redder Hand eine lineare Beziehung bestelit. 
In der That ist fiir eineu iineiidlieh grossen uni den Nullpunkt bescbricbenen Kreis Q als Integrationsweg 


V(n+ 1) j>( l—f) q 
2 in ” { (t—z)”+' 


dt = 0 


real [n — p — q ) > 0 ? 


weil jedes Element des Integranden unter der gemachten Voraussctznng real (;?— q) > 0 verschwindet. 
Nun lasst sieli aber dieser Integrationsweg il ersetzen (lurch die drei Sclilingeu 121, H 0 uud welclie auf 
dcmselben Blattc liegen, daber ist aucli 


r(«-4-l) f t p ( 1—/)? 
2 in s[e-2) B+l 


r(«+i) f /F (i-0 5 r// , r(»+i) f <f(i-/)*_ A 

2 in ■l(t—z) n + l + 2/tt - u ’ 


und durch Derivationen ausgedrlickt erlialt man leicht mit Hinznsetzung des Factors 


gi(n+()it 

r(«+ 1 ) ’ 


160) 


e i(» + l)n 

r(«+n 


Jf ZP (1—*)« + 

oo 


\-pf 

V (—p) , = oo {t—Z) ,,+ i 


r (—!?) iV (2— 0” +1 


als die verlangte lineare Bezielmng. 

Setzt man min in 153) und 155) real/3>0, desgleichen in 154) und 156) reala>0 voraus, mid lasst 
man a nach oo convergiren, so werdeu die beiden Differentialgleiehungen honiogen und mit 157) ideutisch; 
die Losungcn lanten daber 


161) 


r-?-' + c 2 [jf^' 

t = oo 


{ — °r, 

+<3 1 f 1 

t — CO 

G-T 

0—0“ 

(«— 

* +c 2 'jf~^' 

t — oo 


t—0 

+c 3 D 

t = oo 

t?-t 

0— ty 

(z — tr 


real/3 > 0 
real a > 0. 


Die drei Particularlosungen redneiren sicb wegen 160) auf bios zwei. Dieses System 161) ergiinzt das 
unter 159) angegebene. Audi das System 161) lasst sieli umformeu. Setzt man namlicb realw<0 voraus, 
so bat man (lurch Integraldarstellung 


]) n sT(l— z)* = 

oo 


«’(■ 


J_ rtf 1- 

-«)J (*— 


tP(l—t)t 


t) n + 


i (H > 


und bier gibt die Substitution t — z -— ; 

2 — u 


(It m z 


l—z 

(z-’f 


du, 


weun man wieder t statt u schreibt, 


jf 2? 

oo 


e i(q+n) n ^ 


ti(\—t)pdt 

(Z- -/)?+»—*+• 


OO 


wofiir aneb geschricben vrerden kann 


z 

Jf z p {l—z)i— 

OO 


1 p — it-zp- n {\ — zy- n f) ,+ ' 1 n ztci—zy 

i(—«) v to 


real («— p—q) > 0; real«<0. 


162 ) 
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Mit Hilfe dieser Gleichung trausformirt man leiclit 1G1) mil, und erhalt 

? 


t ~ , ( = 0 r M Ai--c t—i / y '— 3 — 1 

= *■-1(1—*)»— 3 )e t J) D' +c 3 // " , v _ ? 

co / = oo / f = oo \ V 


real (1—a) >0 


‘ = °_ 7 (1— f)P“T t a~*-' 


? = *' -T(i-^)T-»-3 ] C, /)-’ * —« ( l— a)P-T +C 2 7/ -7 + <•» D 


( z -ty- 


real (1—j3) > 0. 


163) 


Die drei Particularlosungen rediieiren sich wiedcr vermoge 160) auf bios zwei, und in Bezug auf die 
Zusatzbedingnngen crganzen sieh die beiden Systeme 161) und 163). 

So verlockend es ist, jetzt zur bypergeometrisclien Reihe F(a , |3, y, ^) liberzugehen, und deren Theorie 
mit den Derivationen zu verbinden, so sol] es hier docb unterbleiben, weil es zu weit fiihren wiirde, 

Fiir die Ditferentialgleielningen 153) und 154) lauten jetzt die vollstandigen Ldsungen: 


^(‘)” JJ? 1 Z 7 ~~1 l z) T-P— 1 

a 

t+ y, 


164) 


worin flir f die Wert-he aus 158), 159), 161) oder 163) zu nehmen sind, je naehdem in 153) und 154) die 
Grdssen «, /3 und y der einen oder der andern Bedingung geniigen. 

Noeh ware zu erwahnen, dass man aus 153) oder 154) durch nochmalige Differentiation zwei homogene 
Differentialgleichungen dritter Ordnung bilden und ihre Ldsungen vollstandig angeben kann; die Ausfiihrung 
mag aber iibergangen werden. 


Urn ein Beispiel fiir die Derivation ganzer transscendenter Functionen zu haben, betraehten wir die ein- 
faeben Fiille 

f(z) r= cos 0 und f(z) =: sin z, 

Hiefiir geben die Entwicklungen 130), wenn man der Einfacliheit wegen a 0 annimmt, 

jf cos 0 —^*4 U x {z) = — —4— Wz{ z ) eos z -h UJz) sin z] 

Y F( — n) z n 1 } r( — n) z n 1 3W %v J 


D nsin - =— r *0) = — [ r ^( 2 ) sin *—**(*) cos z}. 


165) 


Die Functionen U sind durch folgende Gleieluingen definirt: 

rr , s _ 1 _ £*_ 

1 ' n «(1—«)(2— n) n( 1—i 


( 1 — n) (2—«) >i ( 1 — ») (2 — n) (3 — n) (4 —n) 


U t (*) = 

",(*) = 
L\(z) = 


ft( 1 

-«) 

«(]- 

-»)(2- 

->*)(3— n) 

1 

i 

** 

1 

1 _. 

z^ 

n 

n—2 

1.2 ' 

n —4 

1.2.3.4 

1 

z 

1 

a 3 

1 

1 _ . 

n — 

1 1“ 

n —3 

1.2.3 

n —5 : 


\ 1661 


Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. LVll. Bd. 


28 













218 


Anton Krug } 


Obwolil diese Fnuetionen U fiir gauze ])Ositivc n unendlieh unci nnstetig warden, so sind die Deriva- 


tioiicu 1C5) fiir alle z nnd n dock endlieh uud stetig, weil bei ilmeii der Factor 
geuanntcu Werthe von n versclnvindet. 

Die U ? als Fnnetioneu von z betrackiet, liaben bemerkenswcrthe Eigensehaften, 
Platz finden mogen. Zunaelist folgt ans 105} 


auftritt. 

>0 

von dcnen 


der fiir die 
einige hier 


107) 


l J 3 (z) eosc -f- l\(z) sin z — U t (z) 
U z (z) sin z — U k (z) eos z — U t (z), 


and bieraus zieben wir die Gleiebuugen 


V t (z) eosc I \ (z) sin z z= U a (z) 
V t (z) sin z — D 2 (c) eosc = D 4 (c), 


welelie zusammengefasst lauten : 


108) 


e iz 


U 3 (z)—il\(z) ~ C/,( z)- — il\(z) 


Vennoge dieser letzten Gleielmug ist stets 


1G9) 




Fiilirt man drci Hilfsgrbssen p, a, y ein, so kann man liiefnr sehreiben 

l\{z) — p sin a — D 3 (c) = p sin 7 

— U t {z) ~ p eos a f/ 4 (c) ~ p cos y. 


Dabci werden p, a and y natiirlicli gewisse Functionen von z and n sein. Maelit man diese Substitu- 
tionen in 107), so wil'd a := c—y und die bciden Gleiclmngen 107) lnssen sicli ersetzen dureb 


170) 


l\(z): 1 2 (z ) : U 3 (z): L\(z) =: sin (c — y): — cos (z — y): — sin y: cos y. 


Setzt mau in 167) z — 


2 / 2+1 


7i uud z=hn 7 so wire! 



r/;(A*) = (— 1 ) a C/ 3 (^) 

r/ t (/i7r) = (—i)*-«r 4 ^^. 


Fiir sieh betrachtet, sind die V uiclit periodiscb, dock lassen sicb leiebt Quoticnteu bilden, die perio- 
diseli sind. Solche Qnotienten bildet man am leiebtesten ans 170), wenn man y eliminirt. So ist z. B. 


— sin z 


l\<z)]\(z) + U 2 (z). 17,(3) _ U^z) U 2 (z)+U 3 (z). r t (£) _ 

+ - l\{Z) U 3 (z) + U t (z).'l\(s) - I\(z) l\iz)-U 2 iz7. 17,(2) 

r 0) ^)- f r 2 (')- ' r *0) _ CEfu)-noi _ r, (z) u t (2) + u^.u ^_ 
ui(7)+ui(z) - u t 0 ) r 3 (>) + r 2 (*). i;^) “ - ^0)+ ^0) “ 


eos c 





T i O)+ ^0) _ c,0) + u a (z) _ /» 
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u. ilergl. Aus 1G7) findet man aueh 


[t/*(s>—cos '2 2+2 i: t ( 2 ) l\(s) sin 2z = 
[U^)—U\{z)\ sin 2c —2 U 3 <z)l\(z) eos 2c = 


Ufe)—Uliz) 

2U t {z)V t (»). 


Ersetzt inan liierin s dnreb ~ , so hat man zwei Gleichungen, deren Ban init dcnen in 1(37) vollstiindig 

analog ist. Wir schliessen darans, dass allc aus 167) abgeleiteten Kelationen nene giltige Kelationen liefern, 
wcnu man darin 

U x {~)\ U t {2)] U 3 (z :); Utf), 

folgeweise dureh 



ersetzt. Differenzirt uuiu die Gleiehnngen 167) nacli z } so kornnit 

Ufa) cos z + Ufa) sia 0 r= Ufa) 4 - Ufa) , 
Ufa) sin z — Ufa) eos 0 = Ufa )— U x (z) , 

0 

wobei der Kiirze wegen U f fiir U gesetzt vvurde. Ebeuso findet man : 

cz 

U((z)eosz + U'(z) sin z— U' 3 (z)+U,{z) 
U[(z) sin z — U'(z) cos z = U[(z) — U 3 (c). 


Wir sehliessen bierans ahnlich, dass alle aus 167) abgeleiteten Kelationen bestehen bleiben, wenn man 


darin 


folgeweise dureh 


oder aueh dnreb 


U t {zy, V t (s)\ 63(c); L\(z) 

U[(z)+ 6 r ^c); Ufcy-U&y, U 3 {z ); U>(z), 

Ui(zy, U! t (z ); U' { z)+ uyz)- U'yz)-u 3 {z) 


ersetzt. Alle diese Gleichungen gelten fiir jedes n. 

Die Funetioneu U geniigeu aueli einfaehen Differentialgleiehnngen. Uin dieselben zn erbalten, mnltipli- 
ciren wir die G'eichnugeu 16G) sainmtlicli mit z~ n mid differenziren einmal nach z } dann wird 

zU'yz)-nU l (z)+zl\(z)+ 1 = 0 
zU^z) —n l\(z)—z b\ (z) =0 

z U 3 (c) —n U 3 (z) + cos c =0 

2 6’( (c) — n 0\(z) -4- sin z = 0. 

Setzt man die sieh aus den letzten beiden Gleichungen fiir eosc uud sine eigebeiiden Wcrthe in die 
beideu Gleicbuugen 167), so erbiilt man daraus 

U t (z)= »[U%z)+ Ul(z)\-z[U 3 (z)C’ { z)+ L\ ( z)L”(z)\, 

was man aucb sebreibeu kanu 


a 2 Ufa) 

izl z~ n Z 2 ’ 1 ** 


28 * 
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Diese Gleiclning liisst sich integriren, wenn man reehter Hand fur l\(z) die Reihenentwieklung aus 1 GO ) 
nimmt; man erhalt dann, indem man linker Hand nock die Relation 109) berilcksiehtigt, 

I -(z + l i0)=l l{z)+Ll(z) - — J + n ( j( 3 ~)( 4 Z^) ' w _2 — ' ’ 

Weitere Entwicklungen dieser Art mogen unterbleiben, vielmelir wollen wir jetzt die Funetionalglei- 
eliungen aufstellen, denen die l T als Fnnetionen von n betraclitet, geniigen. Man gelangt zu denselben, wenn 
man die beiden Differentialgleiehnngen 


(/ 2 cos z 


dcrivirt, nnd man erhalt zunacbst 

, </ 2 eos z 


D dz i 

0 o 


■ eos 2 = 0; 


+ J) n cos z— 0; 


cosine 

+ sin 2 = 0 

dz 4 


2 d & ft i n s z 

n U OJM ^ -r-\7l . fy. 

D - Z) S1U2 = 0. 


Nach 64) ist aber 


* „(7 2 eos0 __ * „+s ‘ 1 1 

D dz % — D e0S '* r(_l— n) z n+2 ' 


Somit lauten die derivirten Differentialgleicliungen: 

\ll +2 —« 1 1 


* (/ 2 sin z 3 «_L 2 . 

D-jj- = D + 

0 (l ~ 0 


T cos 2 + JY cos 0 = —— l -- • -^r=; T) n+Z sin 0 4- JY sin 0 = -• 

V u * (— 1—») - l+2 T « \\—n)z n +' 

Sclireibt man jetzt der Deutlichkeit wegen U(z } n) fill* U(z), so geben diese Differentialgleiehungen in 
Verbilulling mit 165) 

(«4-1 ) (n 4 -2) U x (z, n 4-2) 4 - c 2 XJ x (z, n) = w4-1 
(/^ 4 -1 ) (>* 4- 2) U 2 (0, w 4 - 2) 4 - 0 2 V 2 (0, >i) ~— z 
(n-h 1 ) 0*4-2) U 3 (z, h 4 - 2) 4-0 2 i/ 3 ( 0 ; >*j = («4-1) eos 0—0 sin 0 
^ 0* 4-1 ) (ji 4~ 2 ) f ^ (jz } 71 4- 2) 4- 0 2 U k (z. j?) m (ti 4- 1 ) sin 04-0 COS 0. 

Qnadrirt man diese vier Gleielningen, and zielit die Snmme der beiden letzten von der Sunime der bei- 
den ersten ab, so erhalt man nuter Berueksiehtigung der fiir alle n geltenden Forinel 169) 

U x [z } n) Z7,(s,w4-2)4- U % (z,n)U 2 (z } n + 2) = U z (?>n)TJ z {z } n + 2)+ U^z,n)l\(z,n + 2) ; 
diese Gleiclning ist ein specieller Fall der folgenden allgemein giltigen Gleiclning: 

U l {z,n)U l (z,>S)+ U 2 (z,n)U z (z,>i')= U&,n)Utf } n')+ U k (p,u)Ufafi'\ 

ITm die Functionalgleiehungen 171) vollstandig zu Ibsen, geniigt es ; die Lbsnng der folgenden zu keunen: 

(»4-l)(w4-2)r(M4-2)4-c*r(«) = 0. 

Setzt man 

V{u)z=.i n z n . W(n ) f 

so lantet diese Functionalgleiebung einfacb : 

(«4-l)(»4-2) W / («4“2)= W{h). 

Dividirt man dieselbe dureli 

(«4-l)(«4-2)F(— w—2)= F(— n) } 

W(n + 2) __ W(n ) 


r(— n) z n + [ 


171) 


!'(—?>—2) F(—n) 


so hat man ferner: 
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Setzt man diesen Quotienten = «>(«), so ist eiue periodische Function mit tier Peri ode 2, deun 

w(n 4- 2) = iv(n V, dalier ist 

IF(w) “ ( «) F(- — n) } 

und sehliesslieh 

V(ri) — I v(n)i n z n \\ — n). 172) 

Die periodische Function w(n) ist im Ubrigeu vollstiindig willkiirlich. Jetzt sind die Lbsungcn von 171) 
beziehungsweise 

U t (z, n) + V(n ); U t [z, n) + V(n ) ; U 3 (z, n) 4- V{n ) ; (z, /<) 4 V(n), 

wo die U (lurch 1GG) und )’ durcli 172) gegebeu ist. 


(>. 


Ein Beispiel flir eiue transscendente gebroebene Function 1st: 

1 


f(z) = — 

I \ . d 


S1U 2 


Dieselbe besitzt nuendlich viele Unendliclikeitspnukte 0, ,t. 2,t,...— jt, —2-,... und ist sonst dnrclnvegs 
eindeutig. Eiu einmaligor Umlauf im positiven Sinne urn t~ /x-, wo /z eiue beliebigc positive oder negative 


gauze Zald oder aueli Null ist. licfert 

' Tf — 

/ x ' sin z 


__ % _ 1 _1 I _ dt_ _ 

~ D sin z + W— n) sin t(z —<V‘ +I 


’(— ») 


t(2 


Nun ist 


P _ f (* — o:-| t—P* 1 

•J sin/ (z— t) n + ‘ “ ‘ 2 i* -l sin t{t—\x.K) u L sin< (z — /)*+' J , =(ir) 

A jjin 




\z—ix~) n +' ’ 


soinit ist 


if _1 | = „• 4- + -trU' 

^ sin z i ^ sin z 1\ — >i) (z — fx jt )" 1 


Allgeinein ist dalier 


1 n - 

I U Si 


1 


sill 2 


z n 1 2 / 71 \^\ A jjl 

B sin z \\ — n) ^ U— 


173) 


wo die gewisse, von der Art der Umliiufe abhiingige Zalilen sind. 

Wegen dieses allgeiueinsten Wertbes kann dalier von eiuer linearen DitTereutialgleicbung mit eiuden 
tigen Coeftieienten, der diese Derivation geniigeu wtirde, keiue Hede sein, weil eine solelie Differential 
gleicliung uneudlicb viele linear von eiuander unabhangige Particulaiidsnngen baben iniisste. 

Anders ist es bei der Function 


m =‘ , 


wo p eine beliebige eoinplexe Zald beilentet. Diese Function bat im Pndlichen bios den Ansuahiuepuiikt 
/ — 0 7 und ist unendlieb vieldentig. Fiir eiuen eininaligen Umlauf um den Nullpunkt im positiven Sinne hat man 
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A7ito7i Krug , 


Hiebei ist fur das letzte Curveu integral 


e~ l Utt _ 2in V(p) | e— f (z —__ 2/;rr ‘ i e ~ l 

t* (t ~\\p) t -2 u o n+i? 


t p (z — t) n + { r(j?) 2/^ 


wo sieh die Derivation liatiirlich auf t bezieht; man hat also 

21k 


\D ne ~j 

i 

uud ttir einen 7<*inaligeu Umlaut': 
174) 


- 2 ipx 


I) 


r (-«)•'(/>)',£ (~-0" +l ’ 


2 -5 




Tr—\- «-***« rr- + 2/77 • s i n ^- g ->^-^ , yr- 1 e ~— . 

H z>\~ g *> + r(-»)rO;) 8in/»r (*-*)"+* 


Urn liievou eine Anwendung zu zeigen, gehcn wir aus von der Differentialgleichung 


^ = 0» 


zu der das Integral 


*elibrt. Wir deriviren diese Differentialgleichung nnd erlialten 


■If d “ z + « 7/ ' ( {j' z + (i>+«) b' l,J1 + n if ' w = 0 • 


Fur die zwei ersten Glieder hat man nach 62) 

t", r=z>- +, ‘ 


a~ p e~ a 


F(—») (2—a) n +‘ 

a~ p e~ a 


1 ^ W _ r\ rj _ - 

(fe U ^ p^l — «)(.?—a) 711 


demnacb wird die derivirte Differentialgleichung zu 


£ J) + W -+■ Q> + M + #) JA fjJ ^ D 0} — p 


a 1 


F( —m)(s— r*) w +‘ 7 

woriu die untere Greuze a willkurlicli ist. Zu dieser Differentialgleichung, die wir in der Form 

a [ - p e~ a 


175) 


d % f .(If 

: 1 ? +0’+“+^+“? = n-») 0 -«)-+' 


sclireiben wollen, gchort vermoge ihrer Herleitung das Integral 


— 1 _ T\ n ^ ^ 

y = D “ = D ^7 


oder auch nach 174) 


_ fr-' ~~ + 2iTC : e fff~' u siu f ,7: ,= f p -' e " 

ZP t’(l — «)r(/>) siu/»;r " ( 2 — <)" 


Daraus kauu man aber niclit schliessen, dass die letzte, nach t zu ncbmende Derivation fiir sieb alleiu 
der bomogeueu Differentialgleicbuug geuiigt, aus deui eiufacbeu Grunde, weil die erste Derivation wegen des 
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Factors niclit melir fiir sicli aiiein der vollstandigen Differcntialgleichung geniigt. Lasst, man aber in 

175) die bisher willkiirliclie Griisse a nach 4 -co convergiren. so wird daraus die liomogene Differential- 
gleiehung 



,hb 

(p + n+z)^ + iv\> = 0 


176) 


und dieser geniigt sowohl 




n — 1 ^ 


Z* 


. 2ine— ,p(h ~' )n sin phn 1 i er* 


als aueh 

.r _ e -2t P h* jf-' i— h — - n p ~' — - 

L zi ’ r u— «) r (/») * m P K ,=<* e—o n 

Daher ist zunachst die vollstandige Losung von 17(3): 

z , o' z t = 0 p ( 

i = ‘,D Tr +’>n 

oo t = oo V / 

und nun lasst sieh aueli die vollstandige Ldsnng von 175) angeben, namlieh : 

* , p~~ z 2 i p — ■ *=° i p~ f 

~w—\ Ti I W' * 1 -r-\ 1 

?—D z p I D z p +C iD ^- t y‘ 

a oo t = oo \ ■’ 


177) 


17*) 


1st renl(l— p)>Q, so lasst sieh von 17(3) aueli noch eine andere Partieularlosung angehen, man kann 
daun namlieh in 175) a — (J nehmen, uni diese Differentialgleielnmg in eine hoinogene zii nberfuhren ; es ist 
also aueh 

* t = ir e ; real (1— p) > 0 

n & 


eine Partienlarlbsung von 176). Nach 177) sehliessen wir hieraus auf eine lineare Beziehung zwisehen den 
drei Derivationen 


1 ) 


e— 


z p ; 


2 * p~ z 

D n - l TF> 

oo 


'=° , p— ( 

D 


{z—tY ’ 


and diese lautet: 


b-‘" 


z p I 


■(!-«) IL (*-<)" - r 


real (1—jfl)>0, 


und lasst sieh sehr leieht verifieiren. 

Es moge aueh erwiilmt werden, dass sieh, wie Weiler gezeigt hat (Crelle\s Journal 51), mittelst pas 
sender Snbstitutioneu die folgeiule allgemeine Ditferentialgleiehnng 

db 

(Pt+<lt z ) p 2 t + (V\ +, h z ) ( i z o + 3c 2 : )4' = 0 


stets auf die eiufaehere 176) zurlickfiihren liisst. 

Ferner liisst sick ans 175) dutch noelimalige Differentiation eine Differentialgleicliung drifter Ordnnng 
bildeu und vollstriudig integriren, namlieh, vvenn man y statt y sclireibt, 


z(z—a) 


(Py 

HzY 


c/*v 

4- [c*+ (2 n + p — <t+2)z—(p + » + 1 H ^ * 

4- [ ( 2 u 4- 2 ) £4~ {]> 4~ u —a) [pi 4~ 1)] j ' 4~ a {pi -f- 11]/ zz. 0 ^ 


170) 
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und ihre Integralgleichung ist: 

2 . p~' Z . p—Z t= 0 p —t 

130) X = <•, D 77 + o, 1) 77 + // ' 

CO 




ausgenoinmen, ist cine ganze positive Zald, oder a =: 0. Ist n eine ganze positive Zabl = v, so findet sicli 


naeli derselben Metkode, wie sie sehon frilber angcwaiult wnrde, 

_ x Cer*l(t—z)dt 

I80rt) X = C J tnft 


- Z)<" “ 1 C ^ 

X — ( lj t p(g_^v H ”' 1 T) Z p ~ ht3 t ^ l0 \z —Z) 7 ’ 


*=° , 


iind uni den Fall a = 0 za erledigen, schreiben wir vorerst statt 180) 



2 * 


* n_< 

c » X> 77 

0 




r-* 


> 


was wir wcgen der oben erwahnten linearen Beziehung unter der Voraussetzung real(l— p)>Q diirfen. 
Wird a =; 0, so werden die ersten beiden Particnlarlbsungen einander gleicb; wir bildcn daher aus ihuen die 
neue Particularlosung 


'/ — Lini 





e~ z 

z p 






was im Wesentlichen darauf hinauskomnit, den Diffeventialquotienten der Derivation naeh der unteren Grenze 
zu bestimmen. Das ist nun sehr einfack, mid man hat allgeinein nacb 61) 


181) 


fr.D'm 


2 a 


1 A«) 

r(— n) {z —a) n_M 7 


wenn die Grosse a in f(z) nicht als Parameter vorkommt. In unserem Falle ist also, abgeseken von einer 
Constanten, 



und die vollstandige Losung lautet 


JL??— 1 ^ ~ f.n — 1 ^ 

X — 7T + c i D 17 + c 3 1) 

0 Z CO 


z p 7 


unter der Bedingung real(l — p)>0. Man kann diese Bedingnng nnn auch wegschaffen, wenn man ftir die 
zweite Particularlbsimg wieder mittelst der linearen Beziehung die friiheren beiden einfiihrt, namlich: 


1806) 


v = e ±+hir' t. 


e = 0 p —t 

h D 

t = oo 


(z-ty 


a — 0. 


Die Losungen von 179) sind hieinit ftir alle Falle durehgefiikrt. 


7, 


Belmfs nachheriger Anwendnng betraebten wir noch die Derivationen der beiden Functionen 






Fill- die erste Function geniigt (lie Beinerkung, (lass dieselbe durchgangig endlich, stetig und eindeutig 
ist, also wild auch ihre Derivation nirgends ini Fmllieheu einen Ausnalimepunkt liaben, also 


182 ) 


( -A» sin \f z ) _ siu\A 

ir 'a V/J 
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Anders ist es bei der zweiten Function, welehe zweiwertbig ist uml fiir ^ 0 uuendlicli nnd unstctij; 

wird. Fin einmaliger Uinlauf urn dicsen Funk! liefcrt 


„ eos\/. 


i _ 


n cos s/z 


\ n“ v ~ ' — — 7i __ 

\a \A ' a \fz ^ 1 "S/HZ-fr*' ’ 


'( - HW 


COS 


s \/ 1 . (It 


dauregen ein zweimaligcr Uinlauf 


D n 


„ C08\ / Z ) _ cosy f 3 _1 f CO S 

' a \A «) - A' o N//0 


\/tdf 


cos 


\/1 dt 


- 1) 


V sj'z 

„COS \J Z 


C— w ) a- 0 n//(»— 0“ +l r (—») K ll \/t(z—ty > + i 




Ein zweimaliger Uinlauf hat also gar koine Wirknng. Allgcmein liat cine nngerade Anzalil von llinliiulon 
nin den Nnllpnnkt die Wirknng eincs cinzigen Umlaufes, nnd cine gerade Anzalil von Umlaufen gar keiue 
Wirknng. Die vorletzte Gleiclinng liisst sicli nocli ehvas anders sclireiben, niinilicli cs ist ciuerseits 

1 f eos\// ilt 2 ir. cosy/s 2 " cos \/ f ilt 

1 V-^)v u O-0' ,+ ' \/T ~ v , n] V ( l )iR O-0" +l “ I (*-/)"+' vTT > 


anderseits ist weiter fiir real n < 0 


D 


„ cos \/z 


V Sfz 


1 r ci 

- PF^jJ o- 


cos \J t dt 

-ty+' \/7 ] 


dalier 


- D 


„ COS V 2 




cos 


S \/ z dt _ * „ cos \J z 


\A ' n+ Wt •?' !'(-»).) 0-0’ 1+ ‘ s/7 

5\/.3 


,• cos 

J 0- 


Sy /2 <// 


_ " „ COS V 2 o^nCOS \/z 

— dd ^ x/ /— 


Das gilt nun auch fiir beliebige n, wie man (lurch Differentiation nacli z leiclit fimlet; somit ist sclilicsslicli 

i 


* cos\A ) _ * n eosy/s 

D "vr ( — V 

a V Z 1 


s/z_ 

( fv» cos0| _ *, cosy/z « , eosy/g 

I? ‘VTi-? \A ? \A ’ 


I 


183) 


wo sieh die erste Gleiclinng anf einc gerade, die zweite auf eine ungerade Auzalil von Umliiufen von z mn 
den Nullpunkt bezieht. AVir gehen nun aus von der Differcntialgleiehung 


zu der die beiden lntegrale gehoren : 


Wir nebmen zuerst 


nnd deriviren die Diftercntialgleicluing 


. (/ 2 oj „ d o) 

4 z —j—Q -F 6 - -+ o) = 0, 

dz* dz 


_ eos \Jz ^ _ si w\J z 

\ /z J ~ sj z 

cos v/ z 

to =-- r 

\ z 

4gco"+6to , +t.j = 0 ; 


Denkschriften der mathem.-naturw.Cl. LVIl. Bd. 


29 
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Anton Krug, 

uiicli tier scliou wiederholt gezeigten Metliode; claim wild, weun man zur Abklirzung 

*« eosv/z 

? ~7. r =f 


setzt 

184) 


, , rb\ (t<p 2 sin \/« 

4s—I+(4«h-0) — v 


4 \/a cos \/u 


(h i ■ v- • v llz , r( —«)(»— t/V , + i i’(—1 

Von dieser Difiereutinlgleiclinng ist zufolge der Herleitnng 

NCOS's Jz 


eine Partieularlosuug, daher ist nach 183) 


-f, = zr c # 

U 


eine Particularlosnng you der homogenen Differentialgleicliung 


185) 


'J? 


4-(4»h-6) [ -4-^ = 0, 


wie man aueh leieht erfiihrt, wenn man in 184) a = 0 setzt. 

♦Setzt man in 184) real (n-f-1) > 0; so liefert der Grenziibergang zn a —00 ebenfalls die homogene Dif- 
ferentialgleiehung 185); zn derselbeu gehort somit ancli die Particiilarlosung 


*, = if 52)5 

00 V * 


real {n - 4 -1) > 0. 


Ist n — v eine gauze positive Zahl ; so werden diese beiden PartieiilarlOsniigen gleicb, nnd man hat 
dann statt ilirer zn nehuien: 


18G) 


= c , f di +,, if ^ 


n — v, 


; : \/ 1 At—Z)^' ilJ \J Z 

wobei K z eine vom Nullpunkt ausgehende urn 2 gelegte Sehlinge ist. Die Lbsung von 184) lautet: 

1 on\ *„eos\/;? 'cos \/ s = „ eos \Jz 

1&7) i — D — 7 = + c iD /- + c iD /- real (u +1) >0. 


V* 


s/ z 


\/z 


Ist in 184) n eine gauze positive Zabl = so iibergelit diese Differentialgleiehung in die homogene 
185), zu der dann das Lbsungssystem 186) gehort. 

Nclnnen wir in der obigen Differentialgleiehung 

sin \/ z 

\/z 

so fiihrt das auf die Differentialgleiehung 


188) 


A 2 d 2l i (An I I v -_ 2eos\/a 4\/a sin\/« 

dz i <lz ' l'(— n) (z -—■</)“+ 1 l'( — 1 — n) (z — a)’*+ 2 ’ 


_ -An Siay/g 
L — JJ /— 

a \Z 




und zu dieser gehort die Lbsung: 
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worin fiir $ <lie angegebenen Ansdrttcke zu setzen sind. Lasst man ancli in 188) a = oo werden, wiilirend 
real(«+l)>0 voransgesctzt wild, so erbalt mau ebeufalls die bomogene Ditferentialgleieliung 185), und zu 
dieser gehbrt somit auch die Particularlosung 


oo V Z 


real (m + 1) >0. 

Wir seliliessen daraus, dass zwiselieu + 1 , -h und -p 3 eine lineare Bezielnmg von der Form 

real (>*-hl) >0 


= *eos\/z * cos\/z J, n sm\/3 

c i B —y ^ c 2 B ■ /- + c 3 B : /- — 0 

0 \/ Z oo \/ Z oo \J Z 


bcsteht, deren Aufsuehnng und Verifieinnig dein Leser iiberlassen bleiben mbge. 
Wir haben zu der Diflerentialgleicliung 185) 


elk'll (J'it 

Az Jz i +{ ' 4n+&) ^B + * =0 


das allgeinein giltige Partieularintegral 


h = B 


n 00S\/ 2 


gefunden. Es sei unn h eiue gauze positive Zahl oder ancli Null, so setzen wir 


n = -h- 2 , 


dann koinmt: 




^cos\/t 


A.-/, - leosv/s _ 

. " v 7- 


*, = D— ‘ =7— = — i-r f— (-—<)•■* 'It. 

v(h+hi ' 


190) 


Suhstituirt man weiter 
so erhfiit mau 


= y-Z2 , 

4 * 2 S +42 ^ +(2 -^ =0 

z~\ reos\/t a— i. 

, = -— r v | -vr (8 -° dL 


r ( h+ 2 )'" 


Setzt man nun lioeli 
so wird seliliesslich: 

!/ = 


z = 


-■ 2- « "i +(■«’-"') »=« 


dx 


'V' + ?)• 


1 


9 r A 


v/<“ 


t ,<+ 2)’ 


-j |eos(x/)(l—/ 2 ) 2 


191) 


\ 


wobei im Integrate statt t...x z t z snbstituirt wurde. 

Die Difterentialgleicliung 191) ist die BesseFsehe DitTerentialgleielinng, und ein particulars Integral 
derselben ist die HesseFselie Function von der Ordnnng nauilich 

y = 2* \/* 


29 * 
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Anton Krug } Theorie (lev Derivationen . 
so class fur J [/ ‘\x) (lie bekannte Darstellung resultirt: 

JW (X) = r.3 ~ .5. 2 (2A-l).n- i e ° 8 (XI) • ' 

0 

und an dorse its fiudet sielg wenn man die vorigen Substitntioncn in umgekehrter Anordnung anwendet, 
192) .J^W/z) = 


rZ \- _^-a-icosn/s 


9* 


A . / X>* 

^v 71 0 


N/S 


Durch Differentiation nacli £ leitet man hieraus olme Miilie die bekannte Beziehung 

li . JW (x) x ^ 

(l X 


ab. Die reebte Seite der Gleielinng 192) bat aneh bei beliebigem complexen h einen Sinn, und es kanu 
(lalier diese Gleielinng znr Definition der verallgemeinerten Bessel’schen Function dienen. Fiir diese folgt 
dann vermoge der III. Fundamentaleigenseliaft der Derivation: 

193) 2" J) n [Jhwi^/z)] = JV‘-”){\/z) real (A + l) > 0, 

0 


worin n ganz bcliebig ist. Untcr der Voraussetzung real n<0 lasst sieb die Derivation dureh das bestimmte 
Integral darstellen; es wird dann 


2” Hi ) 

v (—'»)1 (*—*)"+' 


dt — z 2 J ^ h ~"1 (\/z ) 


real (Ji -+*1 ) > 0 
real n < 0. 


Liisst man t 2 an die Stelle von t } nnd z 1 an die Stelle von z treten, so erlialt man darans die Integral - 
formel: 


194 ) 


rp+'J^if) 

J («*—**)■+■ 


r(— n).z h ~" 
2 


•/(*-»>(«) 


real (A +1) > 0 
real n < 0. 











